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PREFACE

Ce travail a pour but d’exposer des résultats obtenus par A. Douady et J.H. Hub-
bard en 1981-82. Les plus importants ont été énoncés, avec ou sans démonstration,
dans [CRAS] et [Bbk].

Le présent texte est constitué par les notes rédigées chaque semaine par A.D. pour
son cours « Systemes dynamiques holomorphes » du ler semestre 1983-84. On excusera
les redites.

La terminologie est celle utilisée par A.D. Certains exposés, notamment « Tour de
Valse » (2° partie), ont été mis au point avec la participation de Pierrette Sentenac.

Ce texte est destiné a étre repris dans un ouvrage plus complet. Nous pensons
cependant utile de le proposer dans I’état actuel au lecteur.

Nous remercions le Groupe de Topologie d’Orsay qui a permis cette publication,
et Bernadette Barbichon qui a assuré I’exécution de cette tache avec compétence et
gentillesse.

— Premiére partie : Exposés n°I a VIII

— Deuxiéme partie : Exposés n°IX et suivants, Appendices
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EXPOSE I

OBJET DU COURS

On étudiera la famille d’applications P, : z + 2% 4+ ¢ de C dans C d’un point de
vue dynamique. Pour chaque ¢, on note K. I’ensemble des z tels que P’(z) +— oo
(ensemble de Julia rempli de P.). D’apres un théoréme de Fatou et Julia (1919), K.
est connexe si 0 € K. et est un Cantor sinon. On note M (ensemble de Mandelbrot)
I’ensemble des ¢ pour lesquels K, est connexe, et M’ I’ensemble des ¢ pour lesquels
P. admet un cycle attractif. L’ensemble M est compact et connexe, M’ est ouvert et

contenu dans M.

FIGURE 1. L’ensemble de Mandelbrot M.

Les deux principales conjectures sont les suivantes :

(MLC) L’ensemble M est localement connexe
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(HG2) L’intérieur de M est M.

A défaut de démontrer 'une ou I’autre, nous avons l'intention de montrer que
(MLC) = (HG2).()

Soit K C C un compact plein (i.e. tel que C\ K soit connexe). Il existe un couple
(r, ) unique tel que r € Ry et que ¢ = pi soit un homéomorphisme C-analytique
de C~ K sur C~ D, avec p(z)/z — 1 quand |z| — oco. On dit que rx = r est le
rayon de capacité de K. Pour t € T = R/Z, 'ensemble R(K,t) = ¢ ({pe?™} )
est appelé le rayon externe de K d’argument ¢ (les arguments sont comptés en tours et
non en radians). Si ¢! (pe*™) a une limite € K quand p — 7, on dit que R(K, )
aboutit en z, ou que z admet ¢ comme argument externe dans K. Si K est localement
connexe, en vertu d’un théoreme de Carathéodory, tout rayon externe aboutit.

FIGURE 2. L’ensemble de Julia rempli d’un polynéme quadratique pour le-
quel le point critique est périodique de période 3. Nous avons tracé quelques
rayons externes d’arguments rationnels. Cet ensemble de Julia rempli est
connu sous le nom de lapin de Douady.

(DYoccoz a démontré que 'ensemble de Mandelbrot est localement connexe en tout ¢ tel que Pe a

un point fixe indifférent. Il a également démontré que M est localement connexe en tout c tel que P,

n’est pas infiniment renormalisable. Graczyk et Swiatek et indépendamment Lyubich ont démontré
o o

que MNR = M’'NR. Enfin, Maifié, Sad et Sullivan ont montré que s’il existe un ¢ € M~ M’, alors K.

est d’intérieur vide, de mesure de Lebesgue positive et supporte une forme de Beltrami invariante.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES



EXPOSE 1. OBJET DU COURS 3

Fait trés remarquable, on connait @y, ainsi que les ¢, = g, pour ¢ € M.(?) Faute
de (MLC), on ne sait pas que tout rayon externe de M aboutit. Cependant :

Théoréme. — Tout rayon externe de M d’argument rationnel aboutit.

La situation se présente de fagon différente pour les rationnels a dénominateur
impair et les rationnels & dénominateur pair.

Si ¢ € [0,1] est un rationnel & dénominateur impair, le rayon externe R(M,t)
aboutit en un point ¢ tel que P, admet un cycle indifférent rationnel. Chacun de ces
points est obtenu pour 2 valeurs de ¢ (sauf ¢ = 1/4 correspondant & ¢t = 0). Si ¢
est & dénominateur pair, R(M,t) aboutit en un point ¢ tel que, par P., le point 0
tombe en un temps fini sur un cycle répulsif. Ces valeurs de ¢ sont appelées points
de Misurewicz. Chaque point de Misurewicz a un nombre fini d’arguments externes
(tous rationnels & dénominateur pair).

11/56

9/56

> x;..di

FI1GURE 3. Deux agrandissements sur I’ensemble de Mandelbrot montrant
le point d’aboutissement de rayons externes d’arguments rationnels & de-
nominateur pair a gauche et impair a droite.

Pour démontrer ces propriétés, on prend le probléme par 'autre bout. On étudie

d’abord les composantes hyperboliques de M, i.e. les composantes connexes de M’. On
définit pour chacune d’elles son centre et sa racine : les centres (resp. les racines) des
composantes hyperboliques sont les ¢ tels que P, ait un cycle superattractif (resp. un
cycle indifférent rationnel). On étudie K. pour ¢ centre de composante hyperbolique
ou point de Misurewicz. En particulier, on construit dans K. un objet combinatoire :
l’arbre de Hubbard. Grace a cet arbre, on détermine les arguments externes de c si c est
un point de Misurewicz, et, si c est le centre d’'une composante hyperbolique W, les 2
arguments externes de la racine de W. La part d’analyse, assez facile dans le cas des

(1] est plus facile de calculer s et @ que de calculer la représentation conforme du complémentaire
d’un triangle

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



4 EXPOSE 1. OBJET DU COURS

points de Misurewicz, est nettement plus délicate pour les racines des composantes
hyperboliques (mais elle nous menera a faire un tour de valse). Reste enfin & montrer
que tous les arguments rationnels sont obtenus. Par un juste retour des choses, ceci
est beaucoup plus facile pour les rationnels & dénominateur impair.

La méthode qui meéne a I'implication (MLC) = (HG2) est la suivante : Soient ¢ et
¢z deux points de M ayant des arguments externes 0 et o de la forme p/2* (quand
un point a un argument externe de cette forme, il n’a pas d’autre argument externe).

En supposant M localement connexe, construisons des arcs topologiques I'y et I'y
joignant 0 & ¢; et co respectivement (en fait, on impose & ces arcs certaines conditions
— «arcs réglementaires »). Soit ¢z le point ou I'; et 'y se séparent. On montre que
c3 est un point de Misurewicz ou un centre de composante hyperbolique, et on peut
construire son arbre a partir de ceux de ¢y et cs.

Si ¢ est centre d’une composante hyperbolique W, appelons argument externe gé-
néralisé de ¢ tout argument externe d’un point de 9W. Dans les deux cas, on montre
que c3 a au moins trois arguments externes (éventuellement généralisés) t1,t2, 3 tels
que t; < 01 < ts < 03 < t3. Toute la partie combinatoire de cette étude peut se faire
sans supposer M localement connexe — la définition de c3 parait alors artificielle.

Supposons maintenant que J\O4 admette une composante farfelue (i.e. non hyperbo-
lique) W. Soient wi,ws et ws trois points de W, et uq,us et us des arguments
externes de wi,ws,ws respectivement. Soient #; et #3 de la forme p/2k tels que
up < 01 < ug < 02 < ug, et notons ¢; et ¢ les points d’aboutissement de R(M, 61) et
R(M, 0s). Construisons alors cs et t1,t2,t3 comme plus haut. Posons

S =W U {wi,wa, w3} UR(u1) UR(uz) UR(u3) = W UR(u1) UR(uz) UR(us);

S" = R(t1)UR(t2)UR(t3)Ucs si c3 est de Misurewicz et S’ = R(t1)UR(t2)UR(t3)UW’
si c3 est le centre de W', Les ensembles S, " et R(61) UR(62) doivent étre disjoints
et cela mene a une contradiction.

Remarque. — Cette méthode ne permet pas d’exclure une composante farfelue dont
I’adhérence rencontrerait celle de 2 rayons externes seulement. Cette situation risque-
rait de se produire si M n’était pas localement connexe.

Résultats supposés connus
Topologie
Théoréme de Jordan. — I' € R?, ¢ : S' — T, homéomorphisme = 3® : R? — R?

homéomorphisme, tel que @51 = .

Complément. — L’arc de a a b coupant T' en un point c. On suppose qu’il existe un
homéomorphisme 1 d’un voisinage U de ¢ sur un voisinage V de 0 tel que Y(UNT) =

DOCUMENTS MATHEMATIQUES



RESULTATS SUPPOSES CONNUS 5

VAR x0) et p(UNL) =VnN(0xR). Alors, a et b sont chacun dans une des
composantes connezes de R2 . T.

On dit quun compact (resp. un ouvert borné) A C R? est plein si RZ \ A est
connexe.

Proposition. — Soit U C R? un ouvert borné connexe. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

— U est plein ;

— pour toute courbe de Jordan T' C U, le domaine de R? borné par I' est contenu
dans U ;

— U est simplement conneze;

- HYU;Z)=0;

-~ HYU;Z/2)=0; HY(U;R) =0;

— U est homéomorphe a D.

Proposition. — Soit K C R? un compact connexe. Les conditions swivantes sont équi-
valentes :
— K est plein;

— K admet un systéme fondamental de voisinages homéomorphes a D ;

— pour tout a € R? \ K, le revétement universel (resp. le revétement connere de
degré 2) de R? \ {a} induit un revétement trivial de K ;

— tout revétement fini de K est trivial.

Nous commencerons le cours par une étude plus détaillée des compacts connexes
pleins localement connexes de R2.

Fonctions holomorphes

Théoréme d’uniformisation. — Toute surface de Riemann (i.e. variété C-analytique
de dimension 1 sur C) simplement connezxe est isomorphe ¢ D, C ou ¥ = C U {oo}.

Définition (métrique de Poincaré). — C’est la métrique définie sur D par
|dz|
dz|| = ——.
ldsll = 5.
zZ+a
1+4+az

Tout automorphisme de D est de la forme z — A avec [N\ =1, |a| < 1, et
est une isométrie pour la métrique de Poincaré.

Si X ~ D, on définit la métrique de Poincaré de X en transportant celle de D. Si
le revétement universel X de X est isomorphe a D, on définit la métrique de Poincaré
de X par la condition que 7 : X — X est une isométrie locale.

Soient X et Y deux surfaces de Riemann telles que X~Y ~ D,et f: X — Y une
application analytique. Alors, f est lipschitzienne de rapport 1 pour les métriques de

Poincaré. On a || Tx f|| < 1 pour tout x € X sauf si f est un revétement. Si f(X)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



6 EXPOSE 1. OBJET DU COURS

est relativement compact dans Y, f est lipschitzienne de rapport < 1 sauf si YV est
compact et f est un revétement.

Théoréme de Carathéodory. — Soit U C S? un ouvert isomorphe ¢ D et ¢ : D — U
un isomorphisme. Si OU est localement connexe, ¥ admet un prolongement continu
D—U.

(En fait, nous donnerons une démonstration.)

Corollaire. — Soit U C C un ouvert borné simplement connexe et ¢ : D — U un
isomorphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) ¢ admet un prolongement continu D — U ;
2) AU est localement connexe;

3) C\ U est localement conneze;

4) 3L localement connexe, 0U C L C C\U ;
5) 3v: T — 9U surjective.

Théoréme de Morrey-Ahlfors-Bers. — Nous aurons peut-étre a 'utiliser. Nous 1’énon-

cerons A ce moment-14.(3)

(3)La seule évocation de ce théoreme a lieu dans le chapitre XIX, Lemme 3.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES



EXPOSE II

COMPACTS DE C

1. Chemins et arcs

Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application continue
v: I =[0,1] — X. Un arc dans X est un sous-espace de X homéomorphe a I,
autrement dit 'image d’un chemin injectif. Il est d’usage de dire que X est conneze
par arcs si deux points quelconques de X peuvent étre joints par un chemin. Cette
terminologie est excusée par la proposition suivante :

Proposition 1. — Soient X un espace séparé, a et b deux points distincts de X. Si a
et b peuvent étre joints par un chemin dans X, ils peuvent aussi étre joints par un
arc.

Principe de la démonstration. — Soit v un chemin de a & b. Notons €2 ’ensemble des

o
ouverts W C I =10, 1] tels que, pour toute composante connexe |, 3[ de W, on ait

V(@) =~(B).

— Pour W € €, il existe un chemin vy unique qui coincide avec v sur I ~ W et est
constant sur chaque composante connexe de W.

— Pour tout ouvert W de I sans composante connexe adjacente, W # I il existe
une fonction croissante A : I — I, constante sur chaque composante connexe de W et
vérifiant A(t) > A(s) sit > s, et |s,t[ ¢ W. Si W C Q, le chemin v est de la forme
Tw o A.

— Q est inductif. Si W € Q est maximal, W n’a pas 2 composantes adjacentes et
W # 1.

— Pour W maximal, qy est injectif.
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2. Espaces compacts localement connexes

Soit X un espace métrique et h : [0,a] — R une fonction continue croissante avec
h(0) = 0. On dit que X admet h comme module de connezité locale si, pour x et y
dans X tels que d(z,y) = r < a, il existe une partie connexe L de X contenant z
et y, de diametre < h(r). Tout espace admettant un module de connexité locale est
localement connexe. Tout espace métrique compact localement connexe X admet un
module de connexité locale (défini sur tout R si X est connexe).

Un ordinateur ne peut pas dire si un espace métrique est localement connexe, mais
il peut éventuellement répondre « non » a la question de savoir s’il admet une fonction
donnée comme module de connexité locale.

Proposition 2. — Tout espace métrique compact connexe localement connexe est
connexe par arcs.

Complément. — Supposons que X admette h comme module de connexité locale,
soient x et y deux points de X tels que d(xz,y) = r et n > h(r). Il existe un arc
joignant x a y de diameétre < n.

Démonstration. — On peut supposer X plongé isométriquement dans un espace de
Banach E, par exemple en prenant £ = C(X : R) et r(z) = (y — d(z,y)). Un chemin
polygonal v & sommets dans X est un chemin v : I — E muni d’un ensemble fini
S ={s0,...,8n} CTavecsp=0<s3 < <35, =1, tel que v(s;) € X, v affine
sur [s;, $;+1]. On dit que (7', S’) raffine (v,S5) si S’ D S et 7"5 = |g- Le pas de v est
sup d(7(si), ¥(si+1))-

Lemme. — Soient v : I — E un chemin polygonal de pas < § a sommet dans X, et
0" > 0. Il existe alors un chemin polygonal ' & sommets dans X raffinant v, de pas
<, tel que d(v,v") < h(9).

Fin de la proposition avec son complément. — Soit (d,,) une suite de nombres > 0
tendant vers 0 telle que Xh(d,) < n — h(r). Soit 1 un chemin polygonal de = & y
a sommets dans X de pas < §;, de diametre < h(r), et construisons par récurrence
une suite de chemin (v, ) telle que 7y, de pas < 0, d(Yn, Vnt1) < h(d,). Cette suite
converge uniformément vers un chemin 7., continu dans X de x a y, de diametre
< h(r) + e = n. Dans I'image de 7o, on peut trouver un arc I' joignant = & y. Cqfd.

3. Le théoréme de Carathéodory

Soit K C C un compact connexe plein (i.e. tel que C \ K soit connexe). Il résulte
du théoréme d’uniformisation de Riemann qu’il existe un couple (r, ¢) unique tel que
¢ soit un isomorphisme de surface de Riemann de (C . K) sur (C \ D,.) tangent &
l'identité en oo, i.e. tel que p(z)/z — 1 quand |z| — oo. Le nombre r est le rayon de
capacité de K.
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Pour z € C\ K, log|p(z)| est le potentiel de z et I'argument de ¢(2) est Iargument
externe de z par rapport a K. Les arguments sont comptés en tours (et non en radians).
L’ensemble des z € C \ K d’argument externe 6 est le rayon externe R(K,9).

Théoréme 1 (Carathéodory). — Soit K C C un compact conneze plein. On suppose
qu’il existe un compact localement connexe L tel que 0K C L C K. Alors, application

=9 ' :C~ D, - C~ K admet un prolongement continu ¥ : C~ D, — C K.

Démonstration. — Pour a € 0D, et pg < 2r, on pose Uy, py = Do, p, NC~D,. L’ouvert
¥(Uy,p,) est borné, donc d’aire finie, égale a f;;go A(p) dp, ot
o+

P 1

A = [ W 0D pdo =Sl

0=0, P

Posons I', = 9D, , N C \ D, et A(p) la longueur de (I',). On a :
o+

A(p>=/” ' (=, 0)) p d8 = (|4, 1),

=0,

Aot Mp)? < [l |- 112 = pA() (6 — 6;) < 2mpA(p).

Lemme. — Il existe une suite p, tendant vers 0, telle que X(py,) tende vers 0.
PO )\
Démonstration. — / /A )dp < 0. Cqfd.
0 27TP
Fin de la démonstration du théoréme. — Soit h un module de connexité locale pour

L. Soit a € 9D, et (p,) comme dans le lemme; posons U,, = U, ,,. La courbe (T, )
est de longueur finie, donc a 2 extrémités a,, et G, dans 0K, distantes de moins de
An = A(pn). On peut joindre dans L les points «, et 3, par un arc H, de diametre
< h(Apn) et o(yn)UH, est une courbe de Jordan J,, de diametre < Ay, +h(A,). L'ouvert
¥(Upy,) est contenu dans I'ouvert borné par J,,, donc a aussi un diametre < A, +h(Ay).
Il en résulte que les U,, convergent vers un point ¥(a). Pour h € 9D,., avec |[b—a| < pn,
on a |¥(b) — ¥(a)| < An + h(\,), ce qui prouve la continuité de W. Cqfd.

Remarque. — L’application ¥ induit une application surjective vx : T = R/Z — 0K
que nous appellerons le lacet de Carathéodory. Pour x € 0K, les éléments de 7;(1(33)
sont, appelés les arguments externes de x.

4. Composantes de l’intérieur de K

Proposition 3. — Soit K C C un compact conneze plein localement conneze, et notons
(o]
(Usi)ier la famille des composantes connezxes de K.

a) Pour tout i, U; est homéomorphe au disque fermé.
b) diamU; — 0 (i.e. Ve > 0 l’ensemble des i tels que diam U; > ¢ est fini).
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Démonstration

a) Si I' est une courbe de Jordan dans U;, le domaine limité par I' est contenu
dans K, donc dans U;. Par suite, U; est simplement connexe, donc isomorphe a D
ou C. Comme U; est borné, il est isomorphe a D. Soit ¢ : D — U; un isomorphisme.
On a oU; C OK C ¥\ U;, et OK est localement connexe. Il résulte du théoreme de
Carathéodory (aprés inversion centrée en 1(0)) que v se prolonge en ¥ : D — U,
continue. Reste a montrer que ¥ op est injective.

«) Partie analytique. — YV x € OU;, ¥~ (x) est d’intérieur vide dans T : ceci résulte
du principe de réflexion de Schwarz.

B) Partie topologique. — Yz € OU;, ¥~1(x) est connexe. Supposons que non ; soient
t1,ta, u1, us tels que uy et ug n’appartiennent pas 4 la méme composantes connexes
de T~ {t1,ta}, W(t1): U(t2) =z, U(u1) # z, U(uz) # x. Soient A et B des arcs C!
d’extrémités (t1,t2) et (u1,us) se coupant transversalement en un point. Alors, U(A)
est une courbe de Jordan I' C K, et ¥(B) la coupe transversalement en un point,
donc 'un des points ¥ (uq), ¥(uz) est dans le domaine intérieur & I' et 'autre dans le
domaine extérieur. Mais, il ne peut y avoir de point de OU; C 0K dans le domaine
intérieur a .
La partie a) résulte de «) et [3).

b) Soient n > 0, h un module de connexité locale pour K et (U;,) une suite de c.c.

de IO( telle que diam U;, > m. Dans chacun des U, soit (z,,y,) un couple de points
tels que |y, — | > m. Quitte & extraire une suite, on peut supposer que =, — z et
Yy, —y.Onax € K,y € K, |y — x| > m. Soient A; et As des voisinages connexes
disjoints de z et y dans K, k tel que ) et xx_1 soient dans A; yi et yryr1 dans As.
Soient H; un arc de xy & xpy1 dans Ay, Ho de yi & yri1 dans Ag, Ji de xx & yi
dans U;, et Jo de xx41 a yry1 dans U;, .. On peut trouver une courbe de Jordan
I' c HHUH>UJ1UJy avec I'NJy et I'NJs non vides. Alors, I' C K, le domaine intérieur
o [e]

a I est contenu dans K, donc dans une composante connexe de K, et rencontre U;,

et U; ce qui est absurde. Cqfd.

k410

5. Projection sur une composante

Proposition 4 et Définition. — Soient K C R? un compact connexe plein localement
o

connexe, U une composante connexre de K et x € K. Soient 1 et vo deux chemins

dans K, avec y1(0) = v2(0) = x, v;(1) € U ; notons u; le plus petit t tel que ;(t) € U.

On a v1(u1) = vy2(uz). Ce point est appelé la projection de x sur U et noté my(z).

Démonstration. — Si x € U, on a u; = 0 et v;(u;) D K. On peut donc suppo-
ser « € Uy. Posons y; = v;(u;) et supposons y; # y2. L’ensemble L = ~1([0,u1]) U
~Y2([0, uz2]) est un compact dans lequel y; et y2 sont joints par un chemin, donc aussi
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6. ARCS REGLEMENTAIRES 11

par un arc J, et ona JNU = LNU = {y1,y2}. En complétant avec un arc H de y;

& yo dans U, tel que H N OU = {y1,y2}, on obtient une courbe de Jordan T'. Si z

et zo sont deux points de QU entrelacés avec (y1,y2), I'un est dans le domaine V
o

intérieur a I', mais V' C K, d'ou V C K et comme VNU # @, ona V C U, dou

contradiction. Cqfd.

Corollaire. — Pour tout arc T C K, l'ensemble T N U est conneze.

Proposition 5. — Soient K C R? un compact conneze plein localement connexe et U
[e]

une composante connexe de K. La projection my : K — U est continue, localement
constante sur K N\ U.

Complément. — Soit h un module de connexité locale pour K. Alors, h est module de
continuité pour . Si h(d(z,y)) < d(z,U), on a ny(x) = 7y (y).

Démonstration. — Soient = et y € K, 6 > h(ly — x|) et v un chemin de = & y de
diametre < §. Si v([0,1]) N U # @, soient u et v le plus petit et le plus grand ¢ tels
que ¥(t) € U. On a 7(z) = y(u), 7(y) = v(v), et d(7(x),n(y)) < diam~([0,1]) < 6. Si
7([0,1]) N U = @, en concaténant & un chemin de y & un point de U on obtient un
chemin de x & un point de U, d’ott 7(z) = 7 (y). Si § < d(z,U), on est nécessairement
dans ce dernier cas. Cqfd.

6. Arcs réglementaires

Soit K C C un compact plein localement connexe; notons (U;);e; la famille des

[e]
composantes connexes de K. Choisissons dans chaque U; un point w;. Ceci détermine,
4 multiplication par un A de module 1 prés, un homéomorphisme ¢; : U; — D
induisant un isomorphisme C-analytique de U; sur D tel que ¢;(w;) = 0.

Définition. — Nous appellerons arc réglementaire tout arc I' C K ayant la propriété
suivante :
(AR) Pour tout i € I, ;(I' N T;) est contenu dans la réunion de 2 rayons de D.

Proposition 6. — Soient x et y deux points distincts de K. Il existe un arc réglemen-
taire unique I' de x a y.

Démonstration

a) Ezistence. — Si x et y sont dans un méme U, cela est clair : si ;(x) et o;(y) ont
méme argument, ¢;(I') est le segment [, y|, sinon c’est [z, 0] U [0, y].

En général, soit v un chemin injectif de z a y. Rangeons les éléments i de I, tels
que 7~ 1(U;) ait plus de 2 points, en une suite (4,), et notons -, le chemin obtenu
en modifiant v sur v~ (Uy,),...,7y *(U;,) de facon a le rendre réglementaire sur ces
intervalles. Il résulte de la proposition 3.(b) que les ,, convergent uniformément vers

un chemin v*. On vérifie que v* est injectif et que son image est un arc réglementaire.
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b) Unicité. — Elle résulte du lemme suivant :
Lemme. — Soient 'y et I's deux arcs réglementaires. Alors, 'y Ny est connezxe.
Démonstration du lemme. — Supposons que non, et soit Ju,v[r, une composante

connexe de I'y ~ (I'1 NTy). Alors, [u,v]r, U [u,v]r, est une courbe de Jordan J.

o
Soit V' le domaine intérieur a J. Alors, V C K, donc V C K, donc 34, V C U; et
J C U,;. Les arcs [u,v]r, et [u,v]r, sont deux arcs réglementaires distincts de u & v
dans U;, ce qui est impossible. Cqfd.

Notation. — On note [z, y] x 'arc réglementaire de x & y. Cette notation sous entend
la donnée des w;. Si x =y, on pose [z,y] = {x}.

Propriétés des arcs réglementaires

— Tout sous-arc d’un arc réglementaire est un arc réglementaire.
— Solent z,y, z trois points de K. Alors [z,y]x N [y, 2]k est de la forme [y, ¢|x
(lemme ci-dessus). On a :

[z, Y]k = [,k Ule,ylr, [y, 2]k = [y, clx Ule, 2]k, [z, 2] = [2, ]k U e, 2]k

En particulier, si [z,y]x N[y, 2]k = {y}, Varc [z,y]x U [y, 2]k est réglementaire.
Nous noterons ¢(z, y, z) le point ainsi défini.

7. Arbres réglementaires

Nous dirons qu'une partie X de K est réglementairement connexe si, pour x et y
dans X, on a [z,y]x C X. Une réunion d’une famille de parties réglementairement
connexes ayant un point en commun est réglementairement connexe. L’intersection
d’une famille quelconque de parties réglementairement connexes est réglementaire-
ment connexe. On définit ’enveloppe réglementaire [A] d’une partie A de K comme
I'intersection des parties réglementairement connexes contenant A.

Proposition 7. — Soient x1,...,x, des points de K. L’enveloppe réglementaire
[T1,...,2n] de {x1,..., 2} est un arbre topologique fini.
Démonstration. — Par récurrence sur n, ¢’est évident pour n = 1 ou 2, ou pour n = 3.
Supposons que [z, ..., T,] soit un arbre topologique fini et soit z,4+1 € K. Soit a un
point quelconque de [z1,...,2,] et notons ¢ le premier point de 'arc [z,1,a] (en
partant de x,1) qui appartienne & [z1, ..., 2,]. Alors
1, oy Tng1] = [T1, - ) U e, Zng1] et [1,...,20] N6 xny1] = {c}.

Remarques

1) Toute extrémité de [z1,...,x,] est I'un des z;, mais il peut y avoir des z; qui

ne sont pas des extrémités.
2) On pourrait définir des arcs géodésiques. Mais la proposition 7 ne marcherait
pas.
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EXPOSE III

CONNEXITE LOCALE
DE CERTAINS ENSEMBLES DE JULIA

1. Ensemble de Julia

Soit f : C — C un polynéme de degré d > 1. On appelle ensemble de Julia rempli
de f l'ensemble K; des z tels que f"(z) - oo. C’est un compact. En effet, soit
fi:z— agz?+ -+ ag, posons

L+ Jag—1|+ -+ |a0|)
|aal '
Pour |z| > R*, on a |f(2)| > |2|?/R*. Par suite, Ky = () f~"(Dp~).
Posons Jy = 0(Ky); c’est lensemble de Julia.

R* = sup (1,

FIGURE 1. L’ensemble de Julia rempli et I’ensemble de Julia d’'un poly-
néme quadratique. Le point critique 0 (au centre de la fenétre) appartient
a I’ensemble de Julia rempli qui est connexe.

Nous étudions particulierement la famille (f.).cc définie par f.(z) = 22 + ¢. Tout
polynome de degré 2 est conjugué par une application affine unique a un f, unique.
Par exemple z — 22+ Az est conjugué a f. pour ¢ = A\/2—\?/4. On note K. I'ensemble
de Julia rempli de f..
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Proposition 1 (Julia, Fatou)

a) Si0 € K., l’ensemble K. est conneze.
b) Si 0 ¢ K., l'ensemble K. est homéomorphe & U'ensemble de Cantor.

%
h"@‘;, "w * ‘o? "
&@r fr*@‘ﬁ o
g ¢ 3;*,@? (5 "‘,.,‘;ﬂ 3 o,
AU 0 RO
& t,@"‘
O R )

FIGURE 2. L’ensemble de Julia d’un polynéme quadratique. Le point cri-
tique 0 (au centre de la fenétre) n’appartient pas & I'ensemble de Julia
rempli qui est un Cantor.

Démonstration. — Choisissons R > 1+ |c| et posons V,, = (f*)~}(Dg) pour tout n.
OnaV,i CVyet Ke=Va.

a) Pour tout n, 'ensemble V41 est un revétement de V,, de degré 2 ramifié
en 1 point, Vy est un disque, donc V,, est homéomorphe & un disque pour tout n,
et K. =V, est connexe.

b) Il existe un m tel que 0 € V,,, et ¢ = f.(0) & V. Alors, V,, est homéomorphe
a un disque, mais pour tout n > m lespace V41 est un revétement de degré 2,
non ramifié, de V,,. Par suite, pour tout k, Uouvert V11 a 2% composantes connexes
homéomorphes au disque. Notons J; le maximum des diametres de ces composantes
connexes pour la métrique de Poincaré p de V,,,. L’application f. : V41 — V,,, admet
deux sections gg et g; lipschitziennes de rapport A < 1 pour p, d’ott §; < A*~1§;. En
particulier, §; — 0, d’ou b). Caqfd.

Pour un polynome f de degré d > 2, il y a en général plusieurs points critiques, d’ou
plus de possibilités. Si tous les points critiques appartiennent & K, I'ensemble Ky
est connexe. Si aucun point critique n’appartient & Ky, I’ensemble Ky est un Cantor.
Sl y a au moins un point critique hors de Ky (et éventuellement d’autres dans
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Ky), Pensemble K a une infinité non dénombrable de composantes connexes, mais
certaines peuvent n’étre pas réduites & un point. La démonstration est analogue.")

FiGURE 3. L’ensemble de Julia rempli d’'un polynéme cubique dont un
point critique a une orbite bornée et ’autre point critique a une orbite non
bornée. Les deux points critiques sont indiqués.

Pour tout polynéme f, le compact K¢ est plein : cela résulte du principe du maxi-
mum. On a f(Kf) = f~'(Ky) = Ky. L’application f induit une application holo-
[e] [e]

morphe (donc ouverte) et propre de Ky dans K ;. Par suite, pour toute composante

connexe U de IO( ¢, son image f(U) est une composante connexe de IO( 7 et f induit
une application propre de U sur f(U).

Il y a des polynémes pour lesquels K5 est localement connexe et d’autres (méme
en degré 2) pour lesquels il est connexe mais non localement connexe.® Le but de ce
chapitre est de donner des conditions suffisantes pour que Ky soit localement connexe.

2. Représentation conforme de C \ K; (cas ol Ky est connexe)

Proposition 2. — Soit f : C — C un polynéme de degré d > 2. On suppose Ky

conneze. Alors, le rayon de capacité de Ky est 1, et la représentation conforme ¢ :

C\ Ky =, C~D, tangente & lidentité en co, conjugue f & z — 2z°.

(U Branner et Hubbard ont démontré que dans le cas d’un polynéme cubique f, soit K est connexe,
soit Ky est un ensemble de Cantor (ceci peut se produire méme si un des points critiques a une
orbite bornée), soit une composante connexe de Ky est périodique et homéomorphe & I’ensemble de
Julia rempli d’un polynéme quadratique, les autres composantes connexes de Ky non réduites & un
point étant des préimages de cette composante.

(2)C’est le cas par exemple si f a un point fixe (ou périodique) indifférent irrationnel non linéarisable.
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16 EXPOSE IIl. CONNEXITE LOCALE DE CERTAINS ENSEMBLES DE JULIA

Démonstration. — Soit R le rayon de capacité de K¢ ; posonsr = 1/R, ®(z) = 1/¢(2)
pour z € C \ Ky, et définissons g : D, — D, par g = ® o fo @~ sur D, \ {0} et
g(0) = 0. L’application g est holomorphe avec un zéro d’ordre d en 0, elle est donc de
la forme z — uz?, et u ne s’annule pas sur D,.. D’autre part, g est propre, donc |u(z)]
tend vers 1/r?~! quand |z| — r; par suite, u est constante. Comme f est monique
et ¢ tangente & identité en oo, on a u(0) = 1, d’ott u(z) = 1 pour tout z, r = 1,
g(2) = z% pour z € D et p(f(p~1(2))) = 2% pour |z| > 1. Cqfd.

Remarques

1) Supposons que 0 € Ky, soit z € C~\ Ky et posons z, = f"(z). Il résulte de
I’équation fonctionnelle ¢(z,11) = (©(2,))? que ¢ est donnée par le produit infini

o 1/d"*!
o(z) ==z H (1 + fd—1 4+t a_g) notations du n°1.
n=0 #n “n

L’ambiguité due a ’exposant fractionnaire est levée de la facon suivante : pour n tel
que |z,| > R*, prendre la détermination principale de (1 + ¢)/ 4" sur D. D’autre
part, chaque facteur, comme fonction de z, admet une unique détermination continue
tendant vers 1 quand z — oo. Ce produit infini converge avec une rapidité fantastique
a partir du moment ou |z,| > R*.

2) Dans la démonstration (et méme dans I’énoncé) de la proposition 2, nous sup-
posons connu le théoreme de Riemann d’existence de la représentation conforme. On
n’en a pas vraiment besoin, puisqu’on peut le construire effectivement.

3. Le lacet de Carathéodory

Soit f : C — C un polynéme monique de degré d > 2 tel que K soit connexe.
Si K est localement connexe, la représentation conforme ¢ = =1 : C \ D—C~
K tangente & l'identité en co admet un prolongement continu & C \ D (théoreme
de Carathéodory), d’ott une application continue surjective v : T = R/Z — 90K
définie par t — (™) : c’est le lacet de Carathéodory de K (ou de f). Nous allons
donner un procédé pour construire le lacet de Carathéodory, procédé qui converge si
et seulement si Ky est localement connexe. Par la suite, on utilisera la convergence
de ce procédé comme critere pour savoir si Ky est localement connexe.

Considérons le rayon externe R(K¢,0) d’argument 0. Soit 7o : T — C un lacet tel
que ¥(T) C C~\ Ky, v(0) € R(Ky,0), 7o d’indice 1 par rapport & un point (donc a
tout point) de K.

Proposition 3

a) On peut définir par récurrence une suite () de lacets T — C par les conditions
fmea(t)) = nld - 1), 141(0) € R(Ky,0).
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b) Pour que Ky soit localement connexe, il faut et il suffit que la suite (vn) soit
uniformément convergente.
c) Si Ky est localement connexe, lim(vy,) est le lacet de Carathéodory de Ky.

Démonstration

(a) L’application ¢ o vy est de la forme t +— p(t)e?™® ot p : T — |1, +o00|
et # : T — T sont continues, avec § de degré 1 et 6(0) = 0. L’application 6 se
relove en 6 : R — R continue avec 6(0) = 0 et 6(t + 1) = 6(t) + 1. Alors, 7, est
donné par t — o (p, ()2 1) ou p,(t) = p(t)/?" et 6, : T — T provient
de 9 it —9 (Q”t)

(b - il faut) t (c) Uniformément sur T, p, — 1 et 6, — id. Si Ky est locale-

1 admet un prolongement continu & C \. D, donc ,, converge

(eQiTrt)'

ment connexe, ¥ = @~
uniformément vers t — 1

(b - il suffit) Supposons que les 7, convergent uniformément vers un lacet 7y :
T — C, et montrons que Yoo (T) = 0K . Tout compact de £ ~\ D est contenu dans un
¥\ D14, donc tout compact de ¥\ K est contenu dans un ¢! (X \ Dy.). Comme
pn — 1 uniformément, pour tout voisinage V' de Ky, on a v,(T) C V pour n assez
grand. Il en résulte que vo(T) C 0Kj.

Soit x € Ky et y € C~\ Ky un point voisin de z. Soit L un chemin dans ¥ \ K
joignant y & oo. Pour n assez grand, v, (T)NL = &, donc ,, est d’indice 0 par rapport
a y. Comme il est d’indice 1 par rapport & x, v, (T) coupe le segment [z, y], et il existe
un t, tel que v, (t,) € [z, y], ol |y, (tn) — 2| < |y — z|. Ceci ayant lieu pour tout y,
on peut trouver une suite (ny) et une suite (s = t,, ) telle que v, (sx) — x. Quitte
4 extraire une suite, on peut supposer que (s) a une limite s, alors vo(s) = .

Ceci montre que o0 (T) = 0K . Comme I'image d’un compact localement connexe
par une application continue est localement connexe, 0K ¢ est localement connexe, et

il en résulte que Ky est localement connexe. Cqfd.

4. Applications expansives et sous-expansives

Soit 2 un ouvert de C. Une métrique riemannienne (compatible avec la structure
complexe) sur € est la donnée pour tout point z € Q d’une norme sur 7% () = C; cette
norme est nécessairement de la forme ¢ — ||¢]| = u(2)|dz| olt u est une fonction sur
a valeurs dans R* . On écrira ||dz|| = u(z)|dz|. Si u est continue (resp. ...) on dira que
c’est une métrique riemannienne a coefficients continus (resp. ...). Si € est muni de
la métrique riemannienne définie par une fonction continue u, on déﬁnit la longueur
£, (7) d'un chemin v de classe C! par £,( fo ld(y(#))|| = fo '(t)|dt. La
distance d,(z,y) pour x et y dans ) est la borne 1nfer1eure des longueurs des chemins
de z a y. Soit f : Q — Q; une application holomorphe, ou 2 et 23 sont des ouverts
de C munis de métriques riemanniennes définies par u et u; respectivement. Pour
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r €, lanorme de Ty f : T2 — T, (chacun de ces deux espaces étant muni de
sa norme) est :

w(f(@)) |
T.f|| = ——= .
17,11 = 2 @)
Soient 2 un ouvert de C, f : 2 — C une application holomorphe et A une partie
de Q telle que f(A) C A. Soit u : @ — R* une fonction continue. On dit que f est

fortement dilatante sur A pour la métrique riemannienne définie par v si
(FD) 3X>1) VzeA) |T.f| =\
Si A est compact et u continue, il suffit que

VxeA) ||Tufl > 1.

Définition. — On dit que f est expansive sur A s’il existe un voisinage V' de A dans
2 et une fonction continue u : V' — R* telle que f soit fortement dilatante pour la
métrique riemannienne définie par u.

Exercice. — Si A est compact, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est expansive sur A.
(i) (3A>1),( 3c>0), VxeA), VneN), |[(f*) (z)] =A™
(ili) (Vz e A), @n eN), |(f") (x)| > 1.

Remarque terminologique. — Je devrais peut-étre dire « fortement expansive », cer-
tains auteurs donnant a « expansive » un sens plus faible. L’anglais permet de faire
une nuance entre « expansive » et « expanding ».

Nous allons montrer que, si un polynome f est expansif sur son ensemble de Ju-
lia Jy, le compact K est localement connexe (et Jy aussi). Mais ceci est vrai sous
des hypotheses plus faibles. Pour les formules, nous allons introduire la notion d’ap-
plication sous-expansive.

Nous appellerons métrique riemannienne admissible sur Q une métrique ||dz|| =
u(z)|dz| o u est définie continue et strictement positive sur Q \ {a1,...,ar}, avec
Bi avec my > 0,

au voisinage de chacun des a; une inégalité m; < u(z) < ¢;/|z — a;
0< B; <1, ¢ <oo.

Une métrique admissible permet de définir une longueur finie pour tout arc R-
analytique par morceaux, et une distance qui définit la méme topologie que la métrique
ordinaire (avec m;|z — a;| < d(a;, 2) < ¢ilz — a;|* 7% /(1 — B3;)). On dit que f: Q — C
est fortement dilatante sur A si chacun des f(a;) est 'un des a;, et s'il existe un
voisinage V' de A et un A > 1 tels que :

(Vo eV~ {akiUf{ait)), (ITafll = N).

Définition. — Soit A C Q un compact tel que f(A) C A. Nous dirons que f est sous-
expansive sur A s’il existe un voisinage V' de A dans € et une métrique riemannienne
admissible sur V' pour laquelle f soit fortement dilatante sur A.
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5. Connexité locale pour les polynémes sous-hyperboliques

Définition. — Soit f un polynéme. On dit que f est hyperbolique (resp. sous-
hyperbolique) si f est expansif (resp. sous-expansif) sur son ensemble de Julia J;.

Proposition 4. — Soit f un polynome tel que Ky soit connexe. Si f est sous-
hyperbolique, Ky est localement conneze.

Démonstration. — Nous allons montrer que la suite (7,) définie au n°3 converge
uniformément. Soient V' un voisinage de J sur lequel il existe une métrique admissible
i pour laquelle f est fortement dilatante, V; un voisinage connexe de J¢ relativement
compact dans V. Pour n assez grand (disons n > N), on a v,(T) C Vi, et v, et
Yn+1 sont homotopes dans V; \ Jy. Notons &£ 'ensemble des lacets np: T — VietF
I’ensemble des lacets n : T — Vi \ Jy, homotopes aux 7, pour n = N, et tels que
n(0) € R(Ky,0). Munissons V' de la distance définie par u, V; de la distance induite,
£ de la distance de la convergence uniforme pour cette distance, et F de la distance

suivante :
d(n,n') = inf sup £, (s — h(s,t)).
h homotopie ¢cT
denan’

h(s,0)€ER(K,0)
On peut supposer que ¢(Vi \ Ky) est une couronne. On a, pour n > N,

1
df(7n+1a 'Yn+2) < de('yna 'Yn+1)- Cqfd.

6. Points périodiques

Soit f : C — C un polynoéme (ou une fonction holomorphe).

Un point périodiqgue pour f est un point x de C tel qu’il existe un n > 0 pour
lequel f™(z) = x. Le plus petit n ayant cette propriété est la période k de z. Le
cycle de x est alors {zg,...,2x_1}, ot ; = f'(x), et la valeur propre de ce cycle est
p = (f*)(x) = I;f(x;). On dit que = est un point périodique attractif (resp. répulsif,
resp. indifférent) si |p| < 1 (resp. |p| > 1, resp. |p| = 1). Un point périodique est dit
superattractif si p = 0 ; cela équivaut a 'existence d’un point critique dans le cycle. On
dit que x est un point prépériodique s’il existe un entier £ tel que f*(z) soit périodique.

Si « est un point périodique attractif de période k, le bassin de x est ’ensemble
des points z tels que f™*(z) tende vers x quand n tend vers co. Le bassin immédiat
de z est la composante connexe du bassin de x contenant z. Le bassin (resp. bassin
immédiat) d'un cycle attractif est la réunion des bassins (resp. bassins immédiats) des
points de ce cycle.

Soient f un polyndéme et x un point périodique attractif de f. Le bassin de x est

contenu dans Ky, donc x € K.

o
Lemme. — Le bassin immédiat de x est la composante connexe U, de K ¢ contenant x.
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FIGURE 4. Le polynéme f(z) = —1.1z + 2.95i2% + 2% a un cycle attractif
de période 2 indiqué sur la figure. Le bassin de ce cycle est colorié en gris,
et le bassin immédiat en gris foncé.

Démonstration. — Ce bassin immédiat est évidemment contenu dans U,.

Soit V' un disque fermé pour la métrique de Poincaré de U,, de centre z. L’appli-
cation f* induit une application holomorphe de U, dans lui-méme, qui n’est pas un
isomorphisme, donc lipschitzienne de rapport A < 1 sur V' ; par suite, tout point de V'
est attiré par x. Cqfd.

Proposition 5 (Fatou, Julia). — Tout cycle attractif a dans son bassin immédiat un
point critique au moins.

Démonstration. — Le bassin immédiat U, d’un point = du cycle contient un point
critique de f* ; sinon U, serait isomorphe au disque D et f* serait un automorphisme
de U, dont l'inverse contredirait le lemme de Schwarz. La proposition en résulte.

Cqfd.

Corollaire. — Un polynéme de degré d a au plus d — 1 cycles attractifs.

Si x est un point périodique indifférent, sa valeur propre p est de la forme €277 ;

on dit que = est un point périodique indifférent rationnel, diophantien, liouvillesque
si 6 a ces propriétés. On dit que x est linéarisable s’il existe un difféomorphisme ¢
d’un voisinage V' de z sur un disque tel que po f¥op~! soit z — pz. Le plus grand V
possible est le domaine de linéarisation de x.

Théoréme (Siegel). — Tout point périodique, indifférent, diophantien est linéarisable.

Pour une démonstration, voir Siegel, Iteration of analytic functions, Ann. Math.
43 (1942).
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On peut donner une démonstration plus simple pour 6 diophantien d’exposant 2
(Herman).

Riissmann (1972) a étendu ce théoréme & certaines valeurs non diophantiennes
de .63

7. Caractérisation des polynémes hyperboliques ou sous-hyperboliques

Théoréme 1. — Soit f : C — C un polynéme. Pour que f soit hyperbolique (resp. sous-
hyperbolique), il faut et il suffit que tout point critique de f appartenant ¢ Ky soit
attiré par un cycle attractif (resp. soit prépériodique ou attiré par un cycle attractif).

Démonstration

a) Il faut. — Soient V un voisinage de J¢, p une métrique riemannienne admissible
sur V, E C V un ensemble fini et A > 1 tels que u soit a coefficient continu sur
V \E et que, pour tout x € (V . E)N f~1(V \ E), on ait ||T.f| . = A Pour € > 0,
notons V. l'ensemble des z € V tels que d,(x,J¢) < €. Si € est assez petit, on a

f7H(Ve) € Visalors f~H(VL) C Vo C \c}s. En effet, pour tout z € V; et tout &’ > &,
on peut trouver un chemin + de p-longueur < ¢’ joignant = & un point de Jy et évitant
E;siy e f~1(x), on peut relever v en un chemin d’origine y, on obtient un chemin
de p-longueur < ¢’/X joignant y & un point de Jy¢, d’ott d,(y, J5) < €'/

Choisissons un tel € et posons L = Ky \ V.. L’ensemble L est compact, donc
[e]
la famille (U;)ies des composantes connexes de Ky qui rencontrent L est finie et
o
chacune de ces composantes est prépériodique. D’autre part, on a f(L) C L; donc si

f5U) c U, ona f*(U;NL) C U;N Z et f* induit une application de U; N L dans
lui-méme fortement contractante pour la métrique de Poincaré de U;. 11 en résulte que
tout point de L est attiré par un cycle attractif.

Soit E* I'ensemble des a € E tels que le coefficient de p soit borné au voisinage
de a. Poura € E*;ona f(a) € E*si f(a) € V. D’autre part, pour tout point critique ¢
de f appartenant & V, on a f(c) € E* si f(¢) € V. Soit ¢ un point critique de f,
appartenant & K. Si (Vn) f™(c) € V¢, Pensemble des f"(c) pour n > 0 est contenu
dans E*, donc fini, et ¢ est prépériodique. S’il existe un n tel que f™(c¢) € Ve, pour un
tel non a f*(c) € L et c est attiré par un cycle attractif.

Si E = @, tout point critique est attiré par un cycle attractif.
2ima

(3)En 1942, Brjuno a amélioré le résultat de Siegel. Si le multiplicateur du cycle est e et si

(pn/ (In)n>() sont les réduites de o données par l’algorithme des fractions continues, alors le point

log gn+1

périodique est linéarisable & partir du moment ou Y < 400. Un nombre « vérifiant cette

qn
condition est appelé un nombre de Brjuno. En 1987, Yoccoz a démontré que cette condition est

2iTo

optimale dans le sens ol le polyndéme quadratique P(z) = e z + 22 est linéarisable en 0 si et

seulement si a est un nombre de Brjuno.
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b) Il suffit. — Soit R > R*, de sorte que f~!(Dg) C Dg. Choisissons pour chaque
point périodique attractif a de f un disque ouvert A, centré en a de fagon que
f(Za) C Af(a) Posons Uy = Dpg UaEA
riodiques attractifs, et U,, = f~"(ug). Par construction de Uy, Pouvert U est rela-

a, ou A est 'ensemble des points pé-

tivement compact dans Uy, et comme f : C — C est propre, U,+1 est relativement
compact dans U,, pour tout n.

Supposons d’abord que tout point critique appartenant ¢ Ky soit atliré par un
cycle attractif. 11 existe alors un n tel que U,, ne contienne aucun point critique de f.
Fixons un tel n et notons p la métrique de Poincaré de U,, (pour chaque composante
connexe V' de U, on prend la métrique de Poincaré du revétement universel VdeVet
on la descend sur V). Soient V et V' deux composantes connexes de U, telles que V'
contienne une composante connexe W de f~1(V). Alors, il existe une application g:
V-V qui est « une détermination de f~! », plus précisément telle que fon’ o g =7
oum:V = Vetr :V — V sont les projections. En fait, V' D W, donc g n’est pas
surjective, et || T5g|| < 1 pour tout # € V, la norme étant prise pour les métriques de
Poincaré de V et V. Par suite, |Tefll,, > 1 pour tout & € Upq1, et f est dilatante
pour (.

Supposons seulement, maintenant, que tout point critique appartenant a Ky soit
prépériodique ou attiré par un cycle attractif. Il existe un n tel que tout point critique ¢
de f appartenant a U, soit prépériodique, avec fP(c) € U, pour tout p. Fixons un
tel n et notons E la réunion des orbites directes de ces points critiques. C’est un
ensemble fini, et il n’y a pas, dans E, de point critique périodique (car un tel point
serait superattractif, donc dans A). Pour z € E, on peut définir 6(z) et v(z) € N par :
6(x) = Hp>0 deg (s f et

v(z) = Tlx)p-p-c-m- {0W)}ye sr@)ne-

Pour tout x € E, on a §(x) =deg, f-0(f(x)), et v(f(x)) est un multiple de deg,(f) -
v(z).

Soit X un revétement ramifié fini de U,, non ramifié au-dessus de U, \ E et
avec comme degré de ramification v(z) en chaque point au-dessus de  pour z € E.
Notons X le revétement universel de X, et 7% la projection X — U,. Alors, X induit
un revétement galoisien de U, \ E, et la métrique de Poincaré uz de X descend
sur U, \ E et y donne une métrique riemannienne p. Au voisinage de chaque point
r € E, le coefficient de u est de la forme u(z)/|z — 2|? ot u est continue > 0 et
B = (v —1)/v; par suite, pu est une métrique riemannienne admissible sur U,.

Soient x et y deux points de U, tels que y € f~1(x). Il existe alors deux points T et
y de X au-dessus de z et y respectivement, et une application holomorphe g : X — X
qui est un relévement de f~! telle que f(Z) = 3. L’application g est contractante pour
la métrique de Poincaré de X. Mieux, comme l'image dans X de g(X ) est contenue
dans le(Un+1), donc relativement compacte, g est lipschitzienne de rapport Ay < 1.
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On a: ) )
1Ty flly = 77— > +
ol = e~ 2

Quand on fait varier y dans une composante connexe de U, 41, on peut garder la
méme application g, et comme U, 1 n’a qu'un nombre fini de composantes connexes,
il existe un A < 1 tel que, pour tout y € Up41 \ E, on ait ||Ty, f|, > 1/A. Autrement
dit, f est fortement dilatante pour u, qui est une métrique riemannienne admissible
sur U,. Cqfd.

Remarque. — 1l existe des polynémes dont I’ensemble de Julia est connexe, mais non
localement connexe. C’est le cas par exemple pour f polynéome de degré 2 admettant
un point fixe (ou périodique) indifférent non linéarisable. Pour une démonstration,
voir Séminaire Bourbaki, novembre 1982, [Bbk].
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EXPOSE IV

ARBRES DE HUBBARD

o
1. Action sur m(Ky)
Soit f un polynoéme de degré d > 2, et notons (U;);er la famille des composantes

connexes de K, de sorte que I = mo(Ks). Rappelons que, pour tout ¢ € I, f(U;)
est un des Uj;, avec un j qu'on note f.(i), et que f : U; — U; est holomorphe et
propre de degré d;, avec d; — 1 égal au nombre de points critiques dans U;, comptés
avec multiplicité, de sorte que > (d; — 1) < d — 1 (égalité si et seulement si f est
hyperbolique avec Ky connexe).

Proposition 1. — On suppose [ sous-hyperbolique.

a) Tout élément de I est prépériodique pour f..

b) Pour tout i périodique, U; contient un point périodique attractif, dont il est le
bassin immédiat. .

c) Tout cycle de composantes connexes de K¢ contient au moins un point critique.

Remarque. — a) est vrai sans ’hypotheése de sous-hyperbolicité (Sullivan), mais la
démonstration est beaucoup plus difficile.

Démonstration. — Soit V' un voisinage de Jy, p une métrique riemannienne admis-
sible sur V et A > 1, tels que Vo € V' = f~Y(V), |[T%fllx = X Soit € > 0 tel que
Vi ={x €V, d,(z,Jf) < e} soit relativement compact dans V' ; posons V{ = f~1(1})
et L = Ky~ V]. L’ensemble L est compact et on a f(L) = Ky~ V; C L. Notons I,
I’ensemble des i € I tels que U; N L # @. Comme les U; N L forment un recouvrement
de L par des ouverts disjoints, Iy, est fini.

(a) On a f.(Ir) = Ir, donc tout élément de I, est prépériodique. Soient i € I,
xeU;et
loge —logd(z, Jy)

log A '

Alors f™(z) € L, d’ou f2(i) € I, donc i est prépériodique.

=
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(b) Soit i tel que f¥(i) =4, avec k > 1. On a alors f*(LNU;) C L'NU; C Ln Us.
Il en résulte que diam(f*(L NU;)) < diam(L¥ N U;), ot le diametre est mesuré pour
la métrique de Poincaré de U;. Par suite, f* : U; — U; n’est pas un isomorphisme,
|Twf*|| < 1 pour tout @ € L NU;, suppny, |Tef* < 1, f¥: LNU; — LNU; est
fortement contractante, donc admet un point fixe «; attractif.

Le point périodique «; attire tout point de L N U;, et en faisant varier €, on voit
qu’il attire tout point de U;, donc U; est contenu dans le bassin de «;. Comme il
est connexe, il est contenu dans le bassin immédiat. Ce bassin immédiat est connexe,

contenu dans IO( ¢ et contient oy;, donc contient U;, et finalement lui est égal.

(c) L’application f* : U; — U; est holomorphe et propre mais n’est pas un isomor-
phisme, donc est de degré § > 1. Or, H?;& dﬁ- G0 = 4, donc 'un de ces facteurs est
> 1, et 'ouvert U 3 ) correspondant contient un point critique. Cqfd.

2. Les centres des U;

On garde les notations du § 1.

Proposition 2. — On suppose que tout point critique de f est prépériodique. On peut
alors choisir, pour tout i € I, un isomorphisme ¢; : U; — D de fagon que Vi,
vr.@ofo gp{l : D — D soit Uapplication z — 2% . Si d =2, ce choiz est possible de
facon unique.

Lemme. — Soit h : D — D une application holomorphe et propre, de degré 6, telle
que h(0) = 0. On suppose que tout point critique de h est prépériodique. Alors, h est
de la forme z +— \2° avec |\ = 1.

Démonstration. — Si § = 1, h est un isomorphisme, donc de la forme z — Az. On
peut donc supposer § > 1. Alors, 0 attire D, et tout point critique de A tombe sur 0
en un temps fini.

Notons A la réunion des orbites directes des points critiques de h. L’ensemble A
est fini. Soit v un lacet entourant A tel que vy N h™"(A) = & pour tout n, et posons
Yn = h™(7). Pour n assez grand, -, est contenu dans un petit disque de centre 0, qui
ne contient aucun autre point de A. Alors, 7, est homotope dans D\ A a un lacet 7,
de longueur arbitrairement petite pour la métrique de Poincaré de D \ A. Comme
h" : DN f™(A) — D\ A est un revétement, v est homotope dans D~ h™"(A) (et &
fortiori dans D \ A) & un lacet 7 relevant 7,,. On a alors longp(n) < longp. j,—n(a) 1 =
longp. 4 1 arbitrairement petite, ce qui montre que A est réduit & un point qui est
nécessairement 0. La multiplicité de 0 comme point critique est § — 1.

L’application h est donc de la forme z — u(z)- 2%, ot u est holomorphe, ne s’annule
pas, et |u(z)| — 1 puisque h est propre. Par suite, u est constante de module 1. Cqfd.
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Démonstration de la proposition 2. — Soit i € I un point périodique de période k,
et «; le point périodique attractif pour f appartenant a U;. Soit ¢; : U; — D un
isomorphisme tel que (a;) = 0 et posons h = ;0 f¥op; 1. Tl résulte du lemme que h
est de la forme z +— \z%, et on a § > 1 en vertu de la proposition 1 (c). Si on remplace
@; par u; avec |u| = 1, on remplace A par p®~'\. Par suite, on peut choisir ¢; de
facon que A = 1. Ce choix peut étre fait de 6 — 1 facons.

Pour 0 < £ < k — 1, la relation d’équivalence définie sur U; par f* est plus fine que
celle définie par f* ; transportée 4 D par ¢;, elle devient de la forme z ~ 2] < 20 = zf/,
o1 ¢’ est un diviseur de 6. On peut donc choisir, de fagon unique ey : Uye(s =D,
tel que @y o fCo ;! soit 2 — 29

On aalors ¢y, (jyo fop; = (2 + 2%) pour tout j dans le cycle { f£(i)}¢—o,...k—1. On
procede de méme pour chacun des cycles de f.. On construit ensuite par récurrence
sur v les ¢; pour les i tels que fZ(i) soit périodique. Le point cpi_l(O) est appelé le
centre de U;. Le pas de récurrence se fait en observant que, s’il y a un point critique
dans Uj;, son image est nécessairement le centre de Uy, (;) car dans cet ouvert le centre
est le seul point prépériodique. On a alors d; choix possibles pour ¢;. Finalement, le
nombre de choix pour la famille (¢;) est []¢cyee((ILice @) X I non periodique @i-

En particulier, si d = 2, il y a 1 point critique simple (donc avec un d; = 2) dans
I'unique cycle, donc 1 choix pour la famille. Cqfd.

Remarque. — Méme 8’il a du choix pour les ¢;, pour chaque i le centre @[1(0) de U;
est déterminé de facon unique.

3. L’arbre de Hubbard

Dans la suite, f désigne un polynome de degré d > 2 tel que tout point critique
soit prépériodique. On rappelle que cela entraine que f est sous-hyperbolique, et que
K¢ est connexe. On reprend les notations des §1 et 2. En particulier, chaque U; est
muni d’un centre, ce qui permet de définir les arcs réglementaires.

On rappelle que, si z et y sont deux points de Ky, il existe un arc réglementaire
unique [7;y]r, dextrémités x et y, et que si () est une famille de points de Ky,
I'ensemble (J[zs, , zs,]x; est un arbre topologique fini, appelé enveloppe réglementai-
rement conveze (ou enveloppe réglementaire) des x.

Définition. — Nous appellerons arbre de Hubbard de f I'enveloppe réglementairement
convexe Hy de la réunion des orbites directes des points critiques.

Notons C l’ensemble des points critiques de f et (H,) les fermetures des compo-
santes de Hy \ C.

Proposition 3. — L’application f induit une application continue de Hy dans lui-
méme, dont la restriction a chacun des H, est injective.
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L1

TO=T4

FI1GURE 1. Un exemple d’arbre de Hubbard. Le point critique est pério-
dique de période 4.

Lemmel. — Soit I' C Ky un arc réglementaire ne contenant pas de point critique
de f sauf éventuellement ses extrémités. Alors, fir est injective et f(I') est un arc
réglementaire.

Démonstration. — Soit v : I — Ky un chemin injectif d’image I'. Si f o~y est injectif,
son image est un arc réglementaire car f transforme un rayon interne de U; en un
rayon interne de m Montrons que n = f o7 est nécessairement injectif. Il est
clair que v est localement injectif, donc S = {(t1,t2) | t1 < t2 et n(t1) = n(t2)} est
compact. Supposons S # 0, et soient (¢1,t2) € S avec ta — t; minimum et t3 € Jt1, ta].
Alors, n([t1,t3]) et n([ts,t2]) sont des arcs réglementaires de mémes extrémités; ils
coincident, ce qui est en contradiction avec Uinjectivité de n sur |¢1,%2[. On a donc
S = @, n est injectif et f(I") = n(I) est un arc réglementaire. Cqfd.

Lemme 2. — Soient (zs) une famille finie de points de Ky et H l'enveloppe réglemen-
tairement conveze des (zs). Alors, f(H) est l'enveloppe réglementairement convexe
des f(xs) et des f(w) pourw e HNC.

Démonstration. — L’ensemble H est réunion d’arcs réglementaires de la forme
[Tsy, Tsy)ic;, [T, w]K,, [wi,w2]x, ne contenant pas d’élément de C sauf éven-
tuellement leurs extrémités. Alors, f(H) est la réunion des [f(xzs,), f(zs,)|K;,
[f(zs,), f(w)]k,, [f(w1), f(w2)]k, correspondants, donc est contenu dans I’enveloppe
réglementairement convexe des f(xs) et des f(w). Comme il est connexe et contient
les f(xs) et les f(w), f(H) est égal a cette enveloppe. Cqfd.
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Démonstration de la proposition 3. — La premiere assertion résulte du lemme 2. Si z
et y sont deux points distincts du méme H,, 'arc I' = [z, y|k, ne contient pas de point
critique, sauf éventuellement x ou y, donc fir est injective et f(z) # f(y). Cqfd.

4. Cas du degré 2

On suppose en outre d = 2, et f de la forme z — 22 + c. Le point critique est 0.
On pose a,, = f™(0), et on note A lorbite directe de 0 (qui est finie par hypothese).
Deux cas sont possibles :

Cas périodique. — 0 est périodique, on note k sa période; on a donc dy =2, d; =1
pouri=1,....k—1, et f¥: Uy — Uy est de degré § = 2 :

f f f f

U
Vo s i = U213 =1 k1
1—1

[e]
Toute autre composante de Ky tombe en un temps fini, par un homéomorphisme, sur
I'un des U;.

Cas strictement prépériodique (ou de Misurewicz). — 0 tombe en ¢ coups sur un cycle
d’ordre k : on a ay = agye, Gp—1 # Qpye—1, 00l > 2 et ap_1 = —agyi—1. L’ensemble
K est d’intérieur vide (proposition 2) et le cycle {ag, ..., artr—1} est répulsif. Notons

v(i) le nombre de brins de l'arbre Hy en a;.

Proposition 4. — On suppose d = 2.
a) Cas périodique :
Sik=1,0onac=0,v(0)=0.
Sik>1, il exister, 2 < r <k, tel que v(i) =1 pour 1 <i < r et v(i) =2 pour
r<i<k.
Les arguments internes des brins en a; sont : 0 siv(i) =1, 0 et 1/2 si v(i) = 2.
b) Cas strictement prépériodique : On a v(0) = 2,

(1) =v@) =1< - <v(l) = =v(l+k—1).

Démonstration

a) Puisque f(Hy) C Hy, on a v(1) > 1v(0), et v(1) < v(2) < -+ < v(k) = v(0).
D’autre part, si Hy # {ao}, cet arbre a au moins deux extrémités, donc il existe au
moins 2 valeurs de i telles que v(i) = 1, donv(i) =v(2) =1 < --- < v(k) =v(0) < 2.
Notons A; 'ensemble des arguments internes des brins en a; (de sorte que v; = #A4;),
et ¢ : T — T Plapplication t +— 2¢t. On a q(A;) C A; puisque f*(H) ¢ H, d’on
Al = {0} On a q(AQ) C Al C A2 cC---C Ak = Ao, d’ou AO C qil(O) = {0,1/2} et
{0} c A; c {0,1/2}.
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b) On a encore :
%u(o) <o)< <v(l) < < vl k—1) < vl + k) = v(0),

Montrons que v(0) > 1. Si on avait v(0) = 1, application f : H — H serait injective;
en contradiction avec f(ag—1) = f(agrr—1). Comme H; doit avoir au moins deux
extrémités, on a v(1) = v(2) = 1. Cafd.
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le lapin de Douady

4. CAS DU DEGRE 2

To=T1
o

2 x1
TO=T3

--0-&—-&#—0*—*-#—* *i’? -—v«—#—o——é—-—*- N,

c~ —1.754878

Quatre arbres de Hubbard périodiques.

Z1 ZTo T2=T3

Deux arbres de Hubbard prépériodiques.

31

Z1 To=T2

Z1 To=T3

T2=T4
Z1

Zo

x3
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EXPOSE V

ENSEMBLES DE JULIA DE MESURE NULLE®"

La question de savoir si J; est de mesure nulle pour tout polynéme f est ouverte
(méme pour les polynémes z +— 22 + ¢). Nous montrons que c’est le cas si f est
hyperbolique, ou seulement sous-hyperbolique (dans ce dernier cas, la démonstration
est seulement esquissée). ()

1. Distorsion

Définition. — Soient U un ouvert connexe de C et f : U — C une application holo-
morphe. On appelle distorsion de f sur U le nombre :

: _ /')
disty (f) = zS;g)U Log (o) ‘

Commentaire. — On a disty(f) = 0 si f est affine. On a disty(f) = oo a un point
critique ou si f’ est une application © — C* non homotope & une constante. Dans les
autres cas, il faut prendre la détermination du Log qui vaut 0 si x = y.

Si f:U—Vetg:V — Csont des applications holomorphes, on a
disty (g o f) < disty (f) + disty (g).

(DLes résultats de cet exposé ont été obtenus indépendamment par M. Yu. Lyubich. Une démons-
tration succincte est publiée dans « On typical behaviour of the trajectories of a rational mapping of
the sphere » (Dokl., t. 268 (1982), n°1; traduction Soviet Math. Dokl., vol. 27 (1983), n°1).

(2)Si f est géométriquement fini (tout point critique dans I’ensemble de Julia a une orbite finie,
ce qui autorise la présence de cycles indifférents rationnels), on sait que I’ensemble de Julia est de
mesure nulle. Dans le cas des polynomes quadratiques, Lyubich et indépendamment Shishikura, ont
démontré que ’ensemble de Julia d’un polynéme non infiniment renormalisable est de mesure nulle.
Petersen et plus tard Petersen-Zakeri ont démontré que pour presque tout o € R/Z, un polynéme
2imo

quadratique ayant un point périodique indifférent irrationnel de multiplicateur e a un ensemble

de Julia de mesure nulle.



34 EXPOSE V. ENSEMBLES DE JULIA

Si f:U — V est un isomorphisme, on a : disty (f) = disty (f~1). On a

)

disty (f) < diam int(U) - sup ‘J;_

ou
diamint(U) = sup ( inf (6(7))), £(v) = longueur de ~.
z,yelU N7 che{nin de
T ay
Théoréme 1 (Quasi-auto-similitude). — Soient U un owvert de C, f : U — C une
application holomorphe, A C U un compact tel que f(A) C A et que f soit expansive
sur A. Alors :

(Vm >0) (Fa,b) (Ve) (VzeA) (IneN)
b>a>0 0<e<a

B(f"(z),a) C f"(B(x,€)) C B(f"(x),b) et distp,e(f") <m.

Démonstration. — Soient U; un voisinage relativement compact de A dans U,
w:U;, — R* une application continue définissant une métrique riemannienne p et
A > 1, tels que [|T2f]|, = X pour tout z € Uy N f=1(Uy).

Posons

M, =infu, My =supu, Ms=
U, UL
My M;

M:T]_ et bozd(A,C\Ul)

Soit m tel que 0 < m < 1; posons
M A—1 be—2m
My
Soit € A; posons xy, = f*(z) et pr = (f*)(z) pour tout k. Choisissons n € N
arbitrairement, posons V,, = B(x,,b) et, pour 0 < k < n, notons Vi la composante

connexe de f~("=F)(V,)) contenant z, de sorte que f™~* induit un homéomorphisme
de Vi, sur V,,. On a

M4 = sup |f/|a
Uy

b — inf (bo —

2bM;
diam lnt(Vk) < Wnik N
d’ou

n—1
. 20M " DM
disty, (f) < W et dlStvD f E dlSth < j <m.

Il en résulte que
b
WD B(xo, p—ne_m) et fT(B(zn,a)) NV C B(xo, /;Lnem).

Posons €9 = be™™ et soit € tel que 0 < € < gp.
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Revenons maintenant sur le choix de n. Comme on a p; < prr1 < Mypy pour
tout k, et Mye™a = e~ ™b, si n est la plus grande valeur de k telle que pre < e™™D,
on a: ppe = e™a, d'ou

f M (B(xn,a)) NV C B(xo,e) C Vo et B(xn,a) C f*(B(xo,e)) C B(xn,b)

et distp(zy,) ™ < m. Cqfd.
2. Densité
Dans RY (ici N = 2), soient A et V deux ensembles mesurables, avec

0 <mesV < oo (mes(V) désigne la mesure de Lebesgue de V). On appelle den-
sité de A dans V' le nombre

__mes(ANV)
dv(8) = mes(V)
SiV c V" avec mes(V') < 0o, on a
mes(V) mes(V)
’ > —= — / > —(1— .
dV (A) > meS(V’)dV(A) et 1 dv (A) = mes(V’) (1 dv(A)

Rappelons le théoreme de densité de Lebesgue : Pour presque tout x € A, la densité
dB(z,m A tend vers 1 quand r — 0. Nous utiliserons le résultat plus faible suivant :

Proposition 1. — Soit A C RY un compact. Si mes(V) > 0, on peut choisir pour tout
p >0 un point z, € A de fagon que dp(, ,)A — 1 quand p — 0.

Démonstration. — Pour p > 0, notons P, un pavage de R par des cubes de coté 4p,
et A(p) la réunion des pavés P de P, rencontrant A. On a mes(A(p)) — mes(A), d’ou
da(pyA — 1. Mais dy(,) A est la moyenne des dp(A), donc on peut choisir pour chaque
p un pavé P, de P, de fagon que dp,(A) — 1. Soit P; le cube concentrique de coté
2p. Pour p assez petit, on a dp,(A) > 1 —1/2", donc AN P} # @ et on peut choisir
z, € AN P). Alors, B(z,p) C Py, et

mes(B(z,p)) mes(B)

mes(P,) 4N v
d’ou
4N
1 —dp@,p(A) < s (D) (1—-dp,(A)) — 0. Cafd.

Proposition 2. — Soient f : U — C une fonction holomorphe, A C U un compact et
V. C U un ouvert tel que f|y soit injective. Si disty (f) <m, on a :

1= dya F(A) < €2™(1 — dy (M),
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Démonstration. — Soit h = infy |f/|. On a mes(f(V)) = hZmes(V) et

mes(f(V) ~ f(A) <mes(f(V ~A)) < h?e* mes(V ~ A)
= h?e*™ (1 — dy (A)) mes(V),

d’oit
mes(f(V) ~ f(A om
L—dsvyf(A) = ei{e(s(}(vf)( ))ge (1 —dyv(A)). Cqfd.

3. Le cas hyperbolique

Théoréme 2. — Soient f : U — C une application holomorphe et A C U un compact
tel que f(A) C A et que f soit expansive sur A. Alors, A est de mesure nulle.

Corollaire. — Pour tout polynéme hyperbolique f, ’ensemble Jy est de mesure nulle.
Lemme 1. — L’ensemble A est d’intérieur vide.
Démonstration. — Supposons que W soit une composante connexe de A, et soit

x € W. La famille des f}};, est bornée, donc les |(f™)(z)| forment une suite bornée.
Mais comme f est expansive sur A, cette suite tend vers +o00. Contradiction. Cqfd.

Démonstration du théoréme 2. — Supposons mes(A) > 0. Choisissons m > 0 et soit
(p,) une suite de nombres > 0 tendant vers 0. D’apreés la proposition 1, on peut
trouver pour chaque v un z,, € A de fagon que dp(,,,,)A — 1. D’apres le théoréme 1,
on peut trouver des nombres a et b (indépendants de v), et pour chaque v un n, € N
tel que, en posant y, = f™ (z,), on ait :

B(yy,a) C " B(xy,py) C B(y,,b) et diStB(wwpu) fr<m,

d’ou
2

b2 b o
1-— dB(y,,,a) (A) < E(l - dfnuB(m,,,p,,) (A)) < 562 (1 - dB(z,uPu)(A)) — 0.

Quitte & extraire une suite, on peut supposer que (y,) a une limite y, et que
|y — yu| < a/2 pour tout v. Alors,

B(y7 a/Q) - B(yua CL), et 1-— dB(y,a/Q)(A) <4- (1 - dB(yu7a)(A)) — 0.

Mais, cela ne dépend pas de v; d’ott dp(y,q/2)(A) =1 et A D B(y,a/2) puisque A est
compact. Ceci contredit le lemme 1. Cqfd.
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4. CAS SOUS-HYPERBOLIQUE : CONSTRUCTION D’UN REVETEMENT 37

4. Cas sous-hyperbolique : construction d’un revétement

Nous allons reprendre la construction ci-dessus en la modifiant de fagon & tenir
compte de la présence des points critiques.

Soit f un polynome sous-hyperbolique. Notons A (resp. A*) la réunion des orbites
directes (resp. des orbites directes strictes) des points critiques de f, deg,, f le degré
de ramification de f en a (la valeur de d telle que f(a + z) = f(a) +cz?+--- avec
c# 0). Pour a € A, notons v(a) le produit des degs(f) pour les points critiques qui
sont dans l'orbite inverse stricte de a.

Soient U un voisinage relativement compact de Jy tel que U = f~1(U) € U,
soit u : U — ]0,+o0] une fonction continue telle que u~1(c0) = A*, définissant
une métrique riemannienne admissible p, et A > 1 tels que ||T,f]|, = A pour tout
x € U’ \ A. Pour tout a € A, choisissons trois disques A,, AL A" de centre «, de
Tayon T, T, ' avec 1o < 11, < rqo, de facon que

et que les A, soient disjoints.

Nous allons maintenant construire un revétement ramifié (non galoisien en général),
Y de U, ramifié seulement au-dessus de A*. Soit 8 un point périodique répulsif de f
n’appartenant pas a A, de période k. Notons Y lensemble des suites £ = (2, )nen
dans U telles que f(zn) = zp—1 pour n > 1 et (37), Txpyr — 0 quand p — co. On
munit Y de la topologie de la convergence uniforme.

Soit z € Y. Il existe un n tel que x,, & A*. Alors, pour tout p > n, on a z, ¢ A*,
puisque f(A*) C A*. Si on pose p = d(x,,A*), pour tout ¢ > 0 lapplication f?
admet une section 0,14 continue sur D(z,, p), telle que o¢(z,) = Zn4q. En posant
On—q(2) = f9(z), on obtient une section ¢ de m, : (2,) — z,, d’ou un voisinage
de z homéomorphe au disque D(zy,p), et muni d’une carte dans ce disque. Ces
cartes munissent Y d'une structure de variété. L’application 7 fait de Y~ 7 ~(A*) un
revétement de U \. A*. Pour a € A*, 'image réciproque de A, se compose de disques
analytiques avec degré de ramification divisant v(a) (mais en général pas le méme
d’un disque & lautre ¢’est pourquoi le revétement n’est pas galoisien).

Lapplication f : z — (f(zn)) = (f(20), 0,21, ...) est un isomorphisme de Y’ =
7~ YU’) sur Y : son inverse est (xq, 1, T2,...) — (T1,T2,T3,...).

Nous munissons Y des cartes suivantes : Sur 7= 1(U ~ [JAZ), on prend les cartes
induites par 7. Si @ € 7 1(a) avec a € A, la composante connexe Az de 7~ 1(A,)
contenant « se projette sur A, par une application ramifiée en a de degré dg : on
munit Az d'une coordonnée W = Wy (z) telle que (Wz(z))% = 7(z) — a = 29 — o
Ces cartes forment un atlas A.

Nous allons maintenant munir ¥ d’une métrique riemannienne fi. Sur Y\~ 1(A4%),
considérons la métrique riemannienne 7* (). Pour chaque a € A, notons ¢(«) le plus
petit i tel que f(a) soit périodique.

Sur chaque cycle, on peut définir une famille (v,) de nombres > 0 telle que
|f'(c)|vg(a)/va > 1, puisque dans A tous les cycles sont répulsifs. On définit fi5 pour

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



38 EXPOSE V. ENSEMBLES DE JULIA

a périodique par vg/d&|dW&|. On a alors ||T&}THXL > 1 pour tout & au-dessus d'un
point périodique. On peut ensuite par récurrence sur £(«) définir pour tout o € A un
vs de facon que, en définissant fi; par la méme formule, on ait encore ||T&f||l\2 >1:
il suffit & chaque pas de prendre v, assez petit.

On peut alors trouver pour chaque « un disque A C A/ de fagon que HT&J?H;% >1

pour z € AY = Az NAY, & € =1 (a). On pose i = inf(7*u, M*[1) on M* est pris
assez grand pour que 7*u < M*[i sur OAY pour tout & (il suffit de le vérifier pour
un nombre fini de valeurs de &, puisque deux points de méme degré de ramification

au-dessus du méme point « donnent la méme chose).

Proposition 3. — La métrique i a les propriétés suivantes :

a) Elle est a coefficient continu.

b) II existe un X > 1 tel que ||T5f||ﬁ > X pour tout T € Y.

¢) Tout point de U\ﬂzg a un voisinage conneze au-dessus duquel les applications
de changement de feuillet sont des isométries. Pour chaque o € A, on peut trouver
un nombre fini ay,...,&, de composantes de m~*(Ay) telle que chaque composante
de 771(A,) soit isométrique au-dessus de Az a l'un des Ag,.

Tout cela résulte de la construction de fi.

5. Cas sous-hyperbolique
Théoréme 3. — Si f est un polynéme sous-hyperbolique, Jy est de mesure nulle.

Nous nous contentons d’indiquer les modifications a apporter aux démonstrations
des théoremes 1 et 2.

Soient V' C Y un ouvert et g : V — Y une application C-analytique telle que V'
et g(V') soient contenus dans les domaines de cartes de A. On note alors disty (g) la
distorsion de ’expression de g dans ces cartes. Si on a le choix entre plusieurs cartes
pour V ou g(V), on prend le sup des distorsions des différentes expressions.

Soient € Y et r > 0. S’il existe une carte w : @ — C de A telle que B(w(z),r) C
w(Q), on pose B(z,r) = w™(B(w(x),r). Si on a le choix, on choisit la carte induite
par m (ou on prend l'intersection).

Soient A C U un compact et V un ouvert de U contenu dans 'un des A,,.

On pose : N

dy(A) = inf dw&(ﬂ-*l(\/)) (U}a (7‘('_1 (A)))

aer—1(a)
On choisit by > 0 tel que, pour tout x € Y/ = 7= 1(U"), B(x, by) soit défini et pour
tout n > 0, f~"(B(x,bp)) soit contenu dans le domaine d’une carte de A.
Avec ces conventions, la démonstration est analogue.
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POSDRONASVILI®

0. Notations et introduction

Soit f : C — C un polynome de degré d tel que tout point critique soit prépério-
dique. On note C ’ensemble des points critiques de f, A 'ensemble fini Un>0 (e,
J et K l'ensemble de Julia et I’ensemble de Julia rempli, H 'arbre de Hubbard,
i.e. 'enveloppe réglementaire de A dans K. Pour a € A, on note v(«) le nombre de
brins de H en «, 7(a) le degré de ramification de f en o (la multiplicité de o comme
point critique est 7(«) —1; ona 7(a) =1 si @ € AN C). Les points de A sont appelés
points marqués, en ajoutant les points de branchement de H, on obtient les points
remarquables.

Nous retiendrons sur H la structure définie par les données suivantes :

— sa topologie,

— Dordre cyclique des brins aux points de branchement (ce qui détermine la classe
d’isotopie du plongement H — C),

— ’ensemble A des points marqués,

— la dynamique sur A, c’est-a-dire fj4 : A — A,

— la fonction r : A — N (si f est de degré 2, on a r(«) = 2 si « est le point critique
et r(a) = 1 sinon).

Ces données constituent la structure primaire.

Nous allons montrer qu’un polynéme de la forme z — 22 4 ¢, tel que 0 soit prépé-
riodique, est déterminé par son arbre muni de sa structure primaire.

La démonstration comprend deux parties, une premiere partie topologico-
combinatoire et une deuxiéme partie analytique. La deuxiéme partie peut se faire
aussi bien en degré d quelconque. Pour étendre la premiére partie, il faut définir
sur 'arbre une structure complémentaire. On obtient alors le résultat suivant : un
polynome tel que tout point critique soit prépériodique est déterminé, a conjugai-
son affine prés, par son arbre, équippé de sa structure primaire et de sa structure
complémentaire.

(1) Alias Flora Poil. Ce nom est un anagramme. Si vous trouvez de quoi, vous saurez quel jour ceci
a été raconté la premiere fois.
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I - Partie combinatoire

1. L’arbre H!

On pose H! = f~1(H). Cet ensemble est aussi I'enveloppe réglementaire de A* =
fY(A) dans K. Les points marqués de H' sont les points de A'. Un point de H peut
étre marqué (resp. remarquable) dans H! sans I'étre dans H. On définit de la méme
fagon sur H' une structure primaire (on a 7(a) = 0 si @« € A' . A). En notant v; ()
le nombre de brins de H' en «, on a, pour tout a € A :

v(e) < n(a) = r(a) -v(f(a)).

Pour un polynéme de la forme f : z — 22 + ¢, il est facile de reconstituer H! avec sa
structure primaire.

Si T est un arbre et F© C T un ensemble fini, I’espace obtenu en coupant T suivant
F est la réunion disjointe des fermetures connexes de T\ F.

Supposons f de degré 2, disons de la forme z — 22 +c. Soit ag = 0 le point critique,
et a; = fi(ap). On a v(a1) = 1, d’ott v1(ag) = 2. En coupant H' en ag, on obtient
H}, H} avec, disons, a; € H{. L’application f induit un homéomorphisme de chacun
des H! sur H, notons b I'image réciproque de a; dans H? (s = 0,1). On obtient ainsi
un homéomorphisme b§ — (a;,s) de H! sur H x {0,1}/(a1,0) ~ (a1,1). L’injection
naturelle ¢ : A — H' est donnée par v(a;) = b5, ; avec s = 1 si a; est du méme coté
de ap que a; dans H et s = 0 sinon. (Dans H', on a b = bl = ag). Ceci détermine
v H — H' & homotopie fixant les points remarquables pres. Le point ag n’est pas
un point de branchement dans H*, donc tout point de branchement est dans H} \ by
ou Hi \ by, et Pordre cyclique des brins est donné par celui des brins de H au point
correspondant.

2. La structure complémentaire

Ce paragraphe n’a d’intérét que pour d > 3. Nous allons ajouter a la structure
primaire deux données complémentaires.

Soita € A. Ona o € K si et seulement si (In, k) 7 (o) = f(a) et r(f"(a)) > 2.
Cela se lit donc sur la structure primaire de H.

Sia e IO( , les brins de H sont au voisinage de « des rayons internes de la composante
U, de IO( contenant a. La premiére donnée complémentaire est la donnée, pour chaque
aeC ﬂIo( , des angles entre les brins de H en o comptés en tours, ce sont des éléments
de T = R/Z. Ces angles déterminent les angles entre les brins en tout point de AN IO( .

En effet, soit « € AN K, et ng le plus petit n > 0 tel que f*(a) € C; si € et &
sont deux brins en «, leur angle est égal a celui de f™ (&) et f™(¢') en f™(«). Ces
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angles sont rationnels, avec un dénominateur qu’on peut estimer au vu de la structure
primaire. La premiere donnée comporte donc une information finie.

Pour o € A, on appelle bourgeons en a les 7(a)v(f(a)) — v(a) brins® de H' en a
qui ne sont pas des brins de H. Si 7(«) = 1, la fagon dont les bourgeons s’insérent
dans l'ordre cyclique des brins de H en « est déterminée par la structure primaire. Si

o

a € CN K, cette fagon est déterminée par les angles entre les brins en « et en f(«).
La deuziéme donnée complémentaire est constituée par la facon dont les bourgeons
en « s’inserent dans l'ordre cyclique des brins de H pour o € C'N J.

3. Reconstitution de H! (degré d > 3)

Notons H* la réunion de H et des bourgeons (représentés par de petits arcs, et
soit I,csH} lespace obtenu en coupant H* suivant C. Pour tout ¢ € S, posons
C, = H*N C et notons H{ la composante de H' coupé suivant C' qui contient H.
L’espace H' est réunion des H_}.

Lemme. — L application f induit un homéomorphisme de H} sur la composante H‘;
de H coupé suivant f(C,) qui contient f(HY).

Démonstration. — L’application f est injective sur H}, donc est un homéomorphisme
de H} sur son image qui est compacte. Elle induit donc un homéomorphisme de
H! < C, sur un fermé de H \ f(C,). Comme elle est ouverte sur H: \ C,, et que
H! \ C, est connexe, ce fermé est une composante connexe, d’ott le lemme.  Cqfd.

On peut maintenant donner de H'! la description suivante :
H' s’obtient en recollant & H* les H :, suivant les applications
i
Hj

Les espaces H*, H} et H, :, sont connus a partir de H avec sa structure primaire et ses
données complémentaires, et 'application f est connue a homotopie fixant les points
remarquables pres.

La proposition suivante en résulte :

Proposition 1. — Soient f et g deux polynomes de degré d > 2 tels que tout point
critique soit prépériodique. Soit ¢ un homéomorphisme de Hy sur H, respectant les
structures primaires et les données complémentaires. Il existe alors un homéomor-

phisme unique @1 de H} sur Hgl, coincidant avec @ sur Ay et tel que go 1 = o f.

(D Les branches de H en o sont les composantes de H coupé en «. Les brins sont les germes des
branches.
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Compléments

1) On a o1 (Hy) = Hy, et la restriction de o1 a Hy est homotope a ¢ parmi les
homéomorphismes coincidant avec ¢ sur les points remarquables de Hy.
2) L’application o1 respecte les structures primaires, et les angles auz points de

Almfo(.

Remarques

1) On ne peut en général avoir a la fois go g1 = @ o f et 1, = ¢; il faut une
homotopie d’un c6té ou de 'autre. Nous avons choisi I’énoncé qui nous sera utile.

2) La proposition est vraie en degré d = 2 sans ’hypothése sur les données com-
plémentaires qui est automatique puisqu’elles n’apportent aucune information; cela
résulte du §1.

4. Décoration des arbres

Nous allons maintenant, la saison s’y préte, transformer les arbres en arbres de Noél.

Revenant & f, soit (U;) la famille des composantes connexes de IO( ; pour € AN IO( ,
on notera U, la composante de centre a. Soit ({;) la famille de cartes C-analytiques
G 2 Ui = D telle que l'expression de f dans ces cartes soit (; — C £.6) = ¢ ' Pour
z € U, on pose p(z) = |G(2)].

L’arbre décoré || est la réunion de H et des disques N, = {z € U, | p(z) < 1/2}

pour « € ANK.

To=T4

FiGUrE 1. Un arbre décoré.
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5. Construction d’homéomorphismes

Proposition 2. — Sous les hypothéses de la proposition 1, on peut trouver deuz homéo-
morphismes g, : C — C tels que :

a) Yo(Hy) = Hy et oy, est homotope a ¢ parmi les homéomorphismes Hy — H,
qui coincident avec ¢ sur Ay.

b) o induit un isomorphisme C-analytique de NI, sur Ni(a) pour o € Ay N K.
¢) goyr=1oo0 f.
d) ¥1 est homotope a o parmi les homéomorphismes C — C induisant un homéo-

morphisme Hy — Hg, et cotncidant avec vg sur |J o NoUA;y.
OtEAfﬁKf

Démonstration
«) Construction de ¢g. On peut modifier ¢ et ¢y de fagon que pg(po(2)) = pr(2)

o
pour z € Hf N No, a € Ay N Ky. Sur chaque brin Hy N N,, I'expression de ¢ dans
les cartes ¢/ et CZ () €st de la forme ¢ — AC avec |A| =1, et la condition de préserver
la premiére donnée complémentaire entraine que A est le méme A, pour les différents

brins issus d’'un a € Ay N Io( ¢ donné. On peut alors définir ¢ sur chaque N, par
¢ — AaC. On obtient ainsi un difféomorphisme g : Fp — k&,

Soit 7y un isomorphisme de C ~ D sur C ~ |—A—|f, prolongé de facon continue
a C\ D, et définissons de méme 7,. Du fait que g préserve I'ordre cyclique aux
points de branchement, il résulte qu’il existe un homéomorphisme h : S' — ST tel
que o (7¢(u)) = 74(h(u)) pour u € S*. On peut alors prolonger ¢ en un homéomor-
phisme 1 : C — C défini sur C \ b par ¢o(7y(ru)) = 74(rh(u)).

B) Construction de iy au voisinage de H} — Sur Hy, ¢ est donné par la propo-
sition 1.

Pour chaque point critique o de f, soient Vf et W/ des voisinages de a et f()
homéomorphes & D, tels que f induise un revétement de degré r(a) : Vf \ {a} —
WI~A{f(a)}. Posons W9 = 1ho(WJ), et soit Vg un voisinage de ¢(a) tel que ¢ induise
un revétement VI \ p(a) — WS\ p(f(a)) de degré r4(p(a)) = ry(a). On peut
relever 1 : Wi~ f(a) — W~ ¢(f(a)) en un homéomorphisme ¢ : V./ < {a} —
VI < {e(a)}, et grace a 'hypotheése que f préserve les données complémentaires, on
peut le faire, de fagon unique, en prolongeant 1 déja défini sur les brins de H } en a.

Pour chaque point x € H} non critique, on peut trouver des voisinages V;/, W7,
VI, W de z, f(x), Y1(z),Yo(f(x)) tels que 'on ait des homéomorphismes

vi Lows 2o we Lo,
ce qui permet de définir

PP =g torpgo f: VI — VI
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Tous ces germes se recollent (on peut invoquer un lemme de Godement) en un ho-
méomorphisme ) d’un voisinage V/ de H} sur un voisinage V9 de H, gl, tel que
goyr=1gof.

~) Extension de ¢ a C. — Les applications f et g induisent des revétements de
degré d (c’est le méme car c’est Y (r(a) — 1) + 1)

f:(C\H}—MC\Hf, g:C\Hgl—>(C\Hg.

Ces quatre espaces sont homéomorphes a une couronne.

Soit z € VI~ H} Il existe un relevement unique ¥° : C \ H} — C~ H;
de v : C~ Hy — C~ Hy tel que ¥5°(z) = ¥} (z). On peut supposer V/ connexe
et de la forme f~1(W/), ot W/ est un voisinage connexe de H’. Alors, ¥} et ¢{°
induisent deux relevements de v : W/~ H r — W9\ Hg, qui coincident en x ; donc
sur VI~ Hyp. Alors, ¢} et 97° se recollent en un homéomorphisme ¢, : C — C.

Pour chaque o € AfN IO( #, Vexpression de g sur N, dans les cartes ¢ et ¢ est de
la forme ¢ — Ao ¢ avec |Ao| = 1, et expression de 17 sera de la forme ¢ — AL ¢ avec
(AL)"™ = Af(a)- Mais (& part le cas trivial ol f serait un monome et Hy = {a}),ily a
au moins un brin de Hy en «, sur lequel 9 et ¥ coincident. On a donc nécessairement
Ah = Ao Il en résulte que ¢ coincide avec 9o sur f;.

d) Homotopie de 1o d1p1. — Reprenons 7¢ et 7, qui ont servi en (a). Soit (¥)¢efo,1)
une homotopie entre 1)y et 1); parmi les homéomorphismes ;= I—(g—lg qui coincident
avec g sur X = Ay U, NJ. Pour tout ¢, il existe un homéomorphisme unique
hy : St — S tel que ¢ o Tf = 7, 0 hy, qui coincide avec hg = h sur T]c_l(X). On peut
étendre cette homotopie a C \ID en vertu du lemme suivant, auquel on se rameéne par
inversion :

Lemme. — Soient g et 1 deuxr homéomorphismes D—-Det (ht) une homotopie
entre @o|s1 et pyg1. Il existe alors une homotopie (@) entre o et @1 induisant (hy)
sur le bord.

Démonstration. — En remplacant ¢ par ¢ ocpal et hy par hy Ohal, on se ramene au
cas oll g = 1. Posons hy(r-u) = r-hy(u) pour r € [0,1]. En remplagant 1 par @1 0h,
on se ramene au cas ou hy = I pour tout t. On peut alors définir ¢; par ¢;(z) = x si
|z| >t et i(x) = tp1(F) pour |z] < t. Cqfd.

Ceci acheve la démonstration de la proposition 2.

Remarque. — On a du choix pour g, mais la donnée de 1y détermine ;.

6. Ajustement a ’infini

Choisissons R et R’ tels que R > R’ > 1. Soit ¢/, : C\K; — C~.D un isomorphisme
tel que I'expression de f dans cette carte soit ¢ — (%, et posons NI = {z € C~ Ky |
R < |¢L(2)|}. Définissons de méme (%, et N, N et NJ.
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Proposition 3. — Dans la proposition 2, on peut choisir 1y de facon que 11 = g sur
Noo, et que 1 soit homotope a g parmi les homéomorphismes C — C qui coincident
avec o sur Ay U

aEAfﬂIO(U{oo} o
Démonstration. — On peut modifier 1pg sur N, (/le de fagon que son expression sur NS
devienne ¢ +— A dans les cartes (L, (%, avec |A\| = co. L’expression de 1 sur NZ,

est alors de la forme ¢ — A\ (, oit A = .

Choisissons dans dHy un point x qui soit un point remarquable de H; ou un
point de I'un des ON,. On a donc ¢o(z) = 91(x), et méme () = o(z) pour tout
t € [0,1]. Soient 2’ € Hy un autre point remarquable, y € NZ et n un chemin de z 4 y
tel que n(t) € C\ Hy pour ¢t > 0. Soit 7 un chemin de ¢ (y) & 11 (y), homotope dans
C \ ¢o(2") au chemin concaténant 1y(n) renversé avec 11 (n). En suivant Pargument
de ¢ le long de 77, on obtient un 6 € R tel que A; = Age?™?.

Lemme

a) On a1y =g sur NI si6 € Z.

b) Pour qu’on puisse modifier ’homotopie de 1o d 11 de fagon que ¥y = by sur
NI pour tout t, il faut et il suffit que 6 = 0.

Démonstration. — La partie a) est triviale. La partie b) résulte de la description du

o du groupe des homéomorphismes d’une couronne fermée induisant 1’identité sur le
bord. Cqfd.

Fin de la démonstration de la proposition 3. — Faisons varier ¢y en fonction d’un
parameétre s de fagon que Ao(s) = Ao(0)e*™. On a alors 6(s) = 6(0) + (3 — 1)s. Pour
5= ﬁH(O)7 on a 6(s) = 0, et ¥y satisfait aux propriétés requises. Cqfd.

IT - Partie Analytique
1. Rappel sur les applications quasi-conformes

Si U est un ouvert de R™, I'espace de Sobolev H!(U) est 'espace des fonctions
de L?*(U) dont les dérivées premieres au sens des distributions sont dans L?(U). On
note Hi _(U) Pespace des fonctions telles que Vo € U, 3V voisinage de z, fiv €
HY(V), et CHL . (U) lespace C(U) N'HL (U). On note CHL (U, RP) l'espace des f :
U — RP dont les coordonnées sont dans CH{. .(U). Si U est un ouvert de C, on définit
CHL.(U) en oubliant la structure complexe et identifiant C & R2.

Soient U et V' deux ouverts de C et f : U — V une application. On dit que f est
quasi-conforme si f € CHi, .(U;C) et 8'il existe un m < 1 tel que, pour presque tout
x € U, on ait :

of of
—(x)| <m|—(x ‘
2 o] <l
Cette inégalité signifie que T}, f (qui est définie pour presque tout x) préserve l'orien-
tation et transforme un cercle en une ellipse dont le rapport des axes est majoré par
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M = (14 m)/(1 —m). Le plus petit M pour lequel cela ait lieu est le rapport de
dilatation de f.

Si f est un homéomorphisme quasi-conforme de U sur V, f~1

est quasi-conforme
avec méme rapport de dilatation, et on a :

|\Df||2—2/} } +}a < (M + 1) aire(V).

Terminons par deux remarques qui nous serviront.

1) Soit (f,) une suite dans CH'(U),U C R ouvert. Si f, — f uniformément et
|Dfull2 < k (indépendant de n), alors f € CHY(U) et ||[Df]||2 < k. En effet

IDfllz <k ==V (u,v) € Coup(U) avec [Jull3 + [lvfl3 <1

‘/ 6u 6U‘<k.

2) Si f € CHY(U;C) avec U C C et af/az = 0 presque partout, f est holomorphe.

2. Construction de &g et

Proposition 4. — Sous les hypothéses de la proposition 1, on peut trouver deux homéo-
morphismes ®q et &1 : C — C tels que :

1) ®q est un difféomorphisme de classe C*.

2) ®g induit un isomorphisme C-analytique de ]if{; sur ]ifg pour o € AfﬂIo(fU{oo}.
3) go®; =Dgo f.

4) ®; est quasi-conforme.

5) @1 est homotope a Py parmi les homéomorphismes C — C coincidant avec ®g

= o f.
sur Ny = Ay U UaeAmefu{oo} NJ

[Par rapport & la proposition 3, on a perdu ©o(Hy) = Hy, et on a gagné @ de
classe C1.]

Démonstration. — Soient 1 et 11 : C — C des homéomorphismes satisfaisant aux
conditions des propositions 2 et 3, ®¢ un difféomorphisme de classe C! de C homotope
a 1o parmi les homéomorphismes coincidant avec 1y sur Ny et 79 une homotopie. Les
applications f : C\ Ay — C~\ Ap et g: C\ Aj — C~ A, sont des revétements.
L’application v : (C\A} — (C\A; est un relevement de ¢g : C\ Ay — C~\ A, ; on peut
donc relever 7y en une homotopie 1; de v, & un difféomorphisme ®; : (C\A} — (C\A;,
qui se prolonge en un homéomorphisme C — C.

Le difféomorphisme ®( est quasi-conforme puisque C' est holomorphe en dehors
d’un compact. Il résulte de ¢) que ®; est quasi-conforme de méme rapport. L’homo-
topie 79 est constante sur hy, donc 7y est constante sur N = f~'(Ny), qui contient
Ny. On a les homotopies suivantes, constantes sur Ny : @5 >~ 19y >~ 1)1 ~ @, d’olt une
homotopie hg de ®¢ & ®; constante sur Ny. Cqfd.
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3. La suite (®,,)

A partir de ®q, 1 et hg, on construit par récurrence, pour chaque n, un homéomor-
phisme ®,, : C — C coincidant avec ®g sur Ny, et une homotopie h,, de ®, a ®, ;.
L’homotopie h,, s’obtient en relevant h,—; entre ®,_1 et ¢, : C N Ay — C A4,
aux revétements C A}c et C~ A; a partir de ®,, ; elle détermine ®,, 1. On a donc
go®, 11 =P, o f pour tout n, et 'homotopie h,, est constante sur N}} = f7"(Ny).

En particulier, ®,, coincide avec ®,; sur NJ’?, et la suite (®,,) est localement
stationnaire sur I'ouvert | J Ny Or cet ouvert est C\ Jy, car tout point de C\ Jy est

o
attiré par un cycle de Ay N Ky ou par oo.
Proposition 5. — La suite (®,,) converge uniformément sur C.

Démonstration. — Le polynome g est sous-hyperbolique. Soient {2 un voisinage ouvert
de J,, u une métrique riemannienne admissible sur Q et A > 1, tels que f~1(Q) C Q
et que ||T.gll,, > A pour tout z € g~*(€2). Soit ng tel que C~ N/ C Q. Pour n > ny,
POSONS Py = SUP,ec N70 du(Pn(x), Pryi(x)) (d, désignant la longueur pour p du
plus court chemin de ®,,(z) & ®,41(z) dans Q, dans la classe du chemin donné par
hn). On a pyi1 < +pn. 11 en résulte que la suite (®,,) converge uniformément pour
la distance définie par p. Comme elle est constante en dehors d’un compact contenu
dans Q et que la distance d,, définit la méme topologie que la distance ordinaire, (®,,)
converge uniformément sur C pour la distance ordinaire. Cqfd.

4. Holomorphie de ¢

Notons @ la limite des ®,,. C’est naturellement une application continue. Pour
chaque n, ®,, est holomorphe sur N7 Par suite, ® est holomorphe sur [JN} = C\ Jy.
On sait que Jy et J, sont de mesure nulle.

Remarque. — Soient J; et J; deux fermés de mesure nulle, ¥ : C — C un homéo-
morphisme tel que ¥(J;) = Ja, et ¥ holomorphe sur C \ J;. Cela n’entraine pas que
U est holomorphe.

Contre-exemple. — Soit u : R — R une fonction continue croissante, constante sur
chaque composante du complémentaire d’un Cantor de mesure nulle, mais cependant
non constante. Alors, ¥ : (z + iy) — x + i(y + u(x)) donne un contre-exemple.

Cependant :
Proposition 6. — L’application ® est holomorphe.

Démonstration. — ®g et &1 sont quasi-conformes de rapport M. Il en résulte que
tous les ®,, sont quasi-conformes de rapport M, puisque g, © ®,,4.1 = ®,, o f, avec f
et g holomorphes.
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On a [ D®, [ 2w,y < (1+ M) aire(C~\ Ny), pour tout n. Il en résulte comme on
'a remarqué & la fin du §1, que @ est de classe CH' sur C \ Ny. Comme 09 /9z = 0
presque partout, I’application ® est holomorphe sur C~\ N;. Elle est aussi holomorphe
sur C \ J, elle l’est donc sur C. Cqfd.

Corollaire. — @ est affine.

En effet, ® est propre de degré 1.

5. Conclusion

Théoréme. — Sous les hypothéses de la proposition 1, f et g sont conjuguées par une
application affine.

(3)

Corollaire 1. — Soient f: z+ 224 ¢y et g: z+— 22 + ¢y deux polynémes de degré 2.
Sl existe un homéomorphisme de Hy sur Hy préservant la structure primaire, on a
C1 = Co.

Corollaire 2. — Soient ¢1 et co deux nombres réels, tels que 0 soit périodique de méme

période k pour f : 2+ 224c1 et g : z — z24co. On suppose que lordre induit par celui
de R sur {0, f(0),..., f*=1(0)} et {0,9(0),...,g*"1(0)} coincident. Alors, c; = ca.

Ce résultat était connu sous le nom de conjecture de Métropolis-Stein-Stein.

Remarque. — On peut donner des variantes de la condition sur les données complé-
mentaires. Je pense qu’une variante possible serait de compléter ’arbre en adjoignant
a A les points d’argument externe de la forme p/(d — 1) (points fixes), ou bien p/d
(peut-étre faut-il tous les p/d(d — 1)).

(3) Thurston a démontré une version plus puissante de ce théoréme, valable pour les fractions ration-
nelles post-critiquement finies de degré quelconque. il donne notamment une caractérisation topolo-
gique de telles fractions rationnelles. Le seul cas ou des fractions rationnelles post-critiquement finies
peuvent étre topologiquement conjuguées sans étre conjuguées par une transformation de Moebius,
est le cas des exemples de Lattes.
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EXPOSE VII

ARGUMENTS EXTERNES
DANS LES ENSEMBLES DE JULIA

1. Rappels et introduction

Si K C C est un compact connexe plein localement connexe, la représentation
conforme ap;{l : (C\Br(k) — C~ K tangente & l'identité en oo admet un prolongement
continu & C \. D,., d’ou une application continue v : T = R/Z — 0K, surjective, que
nous appelons le lacet de Carathéodory de K. Pour x € 0K, les éléments de 5" (z)
sont appelés les arguments externes de x.

Soit f : C — C un polynéme monique de degré d > 2 tel que tout point critique
soit prépériodique. Alors, Ky est un compact connexe plein, localement connexe; et
le lacet de Carathéodory vy : T — Jy satisfait a I’équation fonctionnelle

fOp®) = y5(d-1).

Nous allons indiquer comment déterminer les arguments externes de certains
points de Jy. Nous nous intéresserons particulierement aux polynémes quadratiques
fe: 2+ 22+ ¢, car nous verrons que, dans le cas o 0 est strictement prépériodique
pour f., les arguments externes de ¢ dans K. sont aussi (en un certain sens car on
ne sait pas que M est localement connexe) les arguments externes de ¢ dans M. 11
y a aussi un énoncé concernant les pomts c tels que 0 soit périodique (un peu plus

compliqué bien str puisqu alors c€E K et c € M il y a un jeu entre le centre et la

racine des composantes de M et de K )

2. Acces

Soit K un compact plein connexe et localement connexe, muni d’un centre pour

chaque composante de K. Soient H C K un arbre fini réglementaire, z un point
de H N OK, et v le nombre de brins de H en x. On appelle accés a z (relativement
H) les bouts en x de C \ H, c’est-a-dire les éléments de

lim mo(U ~\ H).

S
U voisinage de =
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En termes plus concrets, soit A un disque centré en x, ne contenant pas d’autre point
remarquable de H et soient [x,y1]k,- .., [*,y,]k les brins de H en x, arrétés a leur
premier point de rencontre avec 0A. Les acces & x sont les v composantes connexes
de AN ([x,y1]x U -+ U[z,y]k). Tout argument externe ¢ de x détermine un acces
a x : c’est la composante ou se trouve R(K,t) au voisinage de x.

Proposition 1. — Chaque accés a x correspond a au moins un argument externe de x.

Démonstration. — Pour r > r(K) (rayon de capacité), notons v, le lacet t +—
@i (re? ™). Soit V un acceés & x compris entre 2 brins [z,1;] et [z,y;41]. On a
VNC~NK # @, sinon [z,y;] et [x,y;+1] seraient dans l'adhérence d’une méme

composante de K. Cette propriété subsiste si on remplace A par un disque plus petit.
Par suite, on peut trouver une suite strictement décroissante r,, tendant vers r(K),
et pour tout n un t, tel que 7, (¢t,) — x. Comme T est compact, quitte & extraire
une suite, on peut supposer que la suite (¢,,) a une limite §. Comme (r,t) — 7, (t) est
continue sur [r(K’),+oo[ x T, on a v,(k)(f) = z, et 6 est un argument externe de x.
Montrons que l'acces a x défini par 0 est V. Soit p le rayon de A. Si n est assez grand,
t, est assez voisin de 8 pour que |v,(t,) — 7 (t')| < p/2 pour tout r € [r(K),ro]
et tout ¢’ entre t, et 0, et de plus |v,(tn) — | < p/2. Cela entraine que ,, (0) se
trouve dans la méme composante de A N ([x,yi]x U [z, ¥it1]x) que 7y, (tn), donc
dans V. Cqfd.

3. Arbre augmenté

On pose 8 = 7v£(0). C’est un point fixe, répulsif puisqu'’il appartient & J; et que
f est sous-hyperbolique. Pour ¢ € Z/(d), on pose 8; = v(i/d). On peut montrer que
F71B) = {Bi}iez/(a) (exercice).

On appelle arbre augmenté I'enveloppe réglementaire H de A = AU{Bi}iez)(ay- Cet
arbre est muni de sa structure primaire définie par sa topologie, I'ordre cyclique des
brins aux points de branchement, la dynamique sur les points de A (points marqués)
ainsi que le degré de ramification aux points de A.

En degré 2, nous allons voir qu’on peut reconstituer Ha partir de H.

Lemmel. — Sid =2, le point B n’a pas d’autre argument externe que 0.

Démonstration. — On peut supposer f de la forme z +— 22 + c. Alors, f; = —f3,
et on a B; # [, car sinon on aurait = 0, donc 0 point fixe, c = 0 et f = 1
d’o 1 = 0. Soit ¢ un autre argument externe de (. Quitte a conjuguer, on peut
supposer t € ]0,1/2[, qu’on reléve dans R. Soit k tel que 2Ft < 1/2 < 2¥+1¢. On a :
0 < 2Pt < 1/2 < 2F1t < 1/2+ 2%t < 1. Les rayons externes aboutissent en 3. Alors,
R(Kf,0)UR(K s, 25 1¢) et R(Ky,1/2)UR(K ¢, 1/2+2%t) sont des courbes disjointes,
ce qui est incompatible avec la disposition de leurs asymptotes. Cqfd.
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R(Kf.1/2)

R(Ky,2"t)

R(Kfvt)

 R(Kj,1/2+2%t)

Corollaire. — 3 est une extrémité de H.

Remarque. — Le lemme 3 et son corollaire ne s’étendent pas a d > 2 : voici ’ensemble

de Julia de z° + %z :

FIGURE 1. L’ensemble de Julia rempli de z — 2% + %z et les deux rayons

externes R(Ky,0) et R(Ky,1/2) qui aboutissent tous deux au méme point

fixe : 0.

Supposons maintenant que d =2, f de la forme z — 22 + ¢, et mettons H sous la
forme H, U H_ avec H, N H_ = {0} et ¢ = f(0) € H,. Notons a I'autre point fixe.
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Lemme2. — Onaf € H_ et € Hy.

Démonstration

a) B € H_ : Supposons d’abord que 0 est strictement prépériodique, donc K = &
et ¢ € J. Soit 6 un argument externe de c. Alors, R(K¢,0/2) et R(Ky,0/2+1/2)
aboutissent en 0, car c’est le seul point de f~*(c). Les courbes

R(Kf,0)U[B,cJxk UR(K¢,0) et R(Kf0/2) UR(Ky,0/2+1/2)
sont obligées de se couper a cause de la disposition des asymptotes, et elles ne peuvent
se couper qu’en 0, d’ou 0 € [, | k.
Si 0 est prépériodique avec ¢ # 0, 0 et ¢ sont dans K, notons Uy et U, les com-

posantes connexes de K contenant 0 et ¢ respectivement. Soient y un point de oU,
n’appartenant pas a H et 6 un argument externe de y. Les points d’aboutissement
y et y” de R(Ky,0/2) et de R(Ky,0/2+ 1/2) sont les images réciproques de y, ils
appartiennent a Uy \ H. Les courbes

R(K7,0)U [y, BlUR(KS,0) et R(K7.0/2) ULy y") UR(KS,0/2+1/2)

se croisent nécessairement a cause de la disposition de leurs asymptotes, et ne peuvent
se rencontrer qu’en 0, d’ott 0 € [3,y], et 0 € [3, ¢].

Reste le cas ¢ = 0 ott v = 0, 3 = 1 (il faut poser Hy = [—1,0] et H_ = [0,1]). Le
cas ¢ = 0 est trivial.

b) Définissons my : H — H, par my(z) = « pour x € Hy et my(x) = 0 pour
x € H_. L’application 74 o f : H — H a un point fixe d’apres le théoreme de
Lefschetz. Si ¢ # 0 ce n’est pas 0, c’est donc un point fixe de f, qui n’est pas 3, qui
est donc o, et a € H,. Cqfd.
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Indiquons maintenant comment on reconstitue H , connaissant H. On commence
par reconstituer H* = f~1(H) en recollant deux copies H}r et H! de H par leur
point ¢, comme indiqué dans ’exposé précédent. L’application f induit une injection :
[8,0]x — [B, |k ; notons g Papplication inverse : [3,c]x — [B, |k, et posons z; =
g'(c), de sorte que 21 = 0, z; € [3,¢]k pour i > 1. Tant que z; € H, le point
zi+1 est 'image réciproque de z; dans Hi, donc on connait sa position combinatoire
connaissant celle de z;. On peut ainsi déterminer i* = sup{i | z; € H}, la position
combinatoire de z; dans H pour i < i*, et, si i* < oo, la position de z;.1 dans H!.
On a i* = oo si et seulement si § € H, i.e. s’il existe un point fixe dans H_, et
dans ce cas H = H. Sinon, on a un homéomorphisme de H sur I'enveloppe dans H;
de H U {241, —2zi~+1} qui coincide avec I'identité sur H, applique 8 sur z;-41 et
01 = —0 sur —z;«41. Cet homéomorphisme est compatible avec I'ordre des brins aux
points de branchement.

4. Calcul des arguments externes

Soient f un polynome monique de degré d > 2 tel que tout point critique soit
prépériodique, X C C un ensemble fini tel que f(X) C X, contenant les points
critiques et les (3;);ecz/(a), et T I'enveloppe réglementaire de X dans Ky (par exemple
X = ﬁ, T=H ). On munit T de sa structure primaire : topologie, dynamique sur les
points marqués (points de X'), ordre cyclique aux points de branchement et degré de
ramification aux points marqués.

La dynamique des points de branchement est déterminée par celle des points de X,
on peut donc les ajouter a X. La dynamique sur les brins est également connue : Si
¢ est le germe de = en [z,y]r avec Jx,y[N X = &, le brin f(£) est le germe f(x)
de [f(), f(y))-

Pour z € X, posons z,, = f"(x) et notons v(z) le nombre de brins de T en x. On a
x € J si et seulement si le degré de ramification r(z,,) est 1 pour tout z,, dans le cycle
sur lequel tombe z. Nous allons indiquer comment déterminer les arguments externes
de z dans Ky dans ce cas.

Si x € J, posons U(x) = [Tocicnm(@i) - v(zy), avec n assez grand pour que z,, soit
périodique. On peut définir un arbre T en ajoutant & T, en chacun des ;, v(2;) —v(x;)
bourgeons, avec un ordre cyclique entre brins de T' et bourgeons compatible avec la
dynamique.

L'arbre T se réalise comme une partie de f~1(T), et, en chaque point x € X, il y
a () brins de T et /(z) acces & z relativement 4 T. La dynamique sur les accés aux
points de X est déterminée par les données.

Pour chaque i € Z/(d), notons w; 'acces a 3; correspondant & I'argument externe
i/d (si d = 2, c’est Punique acceés & §; ; si d > 2, c’est une donnée supplémentaire qu’il
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faut connaitre pour faire le calcul). Posons u(w;) =14 € {0,...,d — 1}, et u(§) = si

4
£ est entre w; et w;41 en tournant autour de 7' dans le sens direct.

Théoreme. — Soient © un point de X, 0 un argument externe de x dans Ky et §
lacces a x relativement a Yv’, correspondant a 0. Notons &, image de € par f*~* (de
sorte que & =&). On a alors, 0 = > "7 u(&,)/d™.

Autrement dit, les (&,) sont les chiffres apres la virgule du développement de 6 en
base d.

Démonstration. — C’est immédiat pour n = 1. L’acces f™(§) est Pacces a f"(x)
correspondant & d™f, son premier chiffre est le n-éme chiffre de 6. Cqfd.
§=&1
&2

ai

ag=as

ao

as

Lu(€a) =1, u(€s) =0, u(ée) =0, u(ér) =1
1+ é) = E
( 7) 56

- \ \ . \ N hY
Corollaire 1. — Tout accés a x relativement a T correspond d un argument externe

o
3
ol |l

de x et un seul.

Corollaire 2. — Tout point * € X a un nombre fini v(x) d’arguments externes. Ce
sont des mombres rationnels, a dénominateur premier a d si et seulement si x est
périodique.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES



EXPOSE VIII

ARGUMENTS EXTERNES DANS M
DES POINTS DE MISUREWICZ

I - Représentation conforme de C \ M

1. Potentiel des ensembles de Julia

Soit f : C — C un polynéme monique de degré d > 2. On a vu (III proposition
2) que si Ky est connexe, il existe un isomorphisme ¢; : C \ K; — C \ D unique,
tangent & l'identité en oo (i.e. tel que ¢(z)/z — 1), et qui conjugue f & fo: z — 2%

On pose Gf(z) = log|pf(2)]. La fonction G = Gy : C ~ Ky — Ry possede les

propriétés suivantes :

(1) G est harmonique.

(2) G(z) =log|z| + O(1) quand |z| — oc.
(3) G(2) — 0 quand d(z,Ky) — 0.
4) G

) Gz) = TG (=),

Les propriétés (1), (2) et (3), ou bien (2) et (4), suffisent a caractériser G. On peut
méme remplacer (2) par (2') G(z)/log|z|] — 1 quand |z| — oo. Dans le cas général
(Kf non nécessairement connexe), il existe un isomorphisme ¢ : V. — Vj tangent
a l'identité en oo, tel que f(V) C V, fo(Vo) C W, foo@r = ¢ o f. Par exemple,
sif =2z~ 24+a4-12""+ -+ ag, on peut prendre V. = C ~ Dr- ot R* =
14 |ag—1|+ -+ |ao|, et définir ¢y par

o0
ad—1 aq
(pf:Z'H(l—F - ++E
n=1

1/dn+t? .
) ou z, = f(z),
Z n

la puissance fractionnaire étant déterminée en remarquant que

ad—1

<1

a

Zn n

‘1+
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Nous préférons rétrécir V' de fagon que Vj soit de la forme (C\ER(»;. Alors, f induit une
application holomorphe propre de degré d : V- — f(V) ; en particulier, V = f~1(f(V)).
Le germe de ¢f en oo est déterminé de facon unique. On peut définir

Gyr:CN Ky — Ry

par Gf(z) = log|pf(2)| pour z € V, et dans le cas général z € C \ Ky par Gf(z) =
d_"Gf (f™(2)) avec n assez grand pour que f™(z) € V (le résultat ne dépend pas du

choix de n). La fonction Gy possede encore les propriétés (1), (2), (3), (4) énoncées

plus haut. Les propriétés (2) et (4) suffisent a la caractériser, car elles entrainent
1

G(z) = lim o log | f™(z)]. Il est encore vrai que G est caractérisée par (1), (2) et (3),

mais c’est moins évident.

Notons P4 I'espace des polynomes moniques de degré d (qu’on peut identifier & C4),
et pour tout g € Py, prolongeons Gy & C par Gf(z) =0si z € K.

Proposition 1

a) L’ensemble K des couples (f,z) tels que z € K5 est fermé dans Pg x C.
b) L’application (f,z) — G(z) est une fonction continue Pg x C — Ry.

Démonstration. — Pour f: z— 2%+ ag_1241 4+ --- + ag, posons
RA(f) =1+ lagma| + -+ laol. RSP = R*(f)/D),
Posons

Vi=A{(f;2) [ |zl > R* (N}, Vo =A{(f,2) [ 12| > Bo(£)};

définissons @ : V; — P x C par ®(f,z) = (f,¢s(2)), FF : PxC — P x C par
(f,2) — (f, f(2)), et Fy par (f,z) — (f, z%). On vérifie que ® induit un isomorphisme
d’un ouvert V de Vy sur V.

OnaPyxC\K=JF"(V), doua).

La fonction (f,z) — G¢(z) est continue sur Py x C \ K, car elle continue sur V;
ou elle est donnée par une série localement normalement sommable, et sur chaque

1
F="(Vy) elle est donnée par G(z) = —G¢(f"(2)). Il reste a montrer que, pour tout

e>0, W ={(f,2) | G¢(2) < €} est un voisinage de K. Il suffit de montrer que, pour
tout ouvert relativement compact A de Py, U'ensemble W, o = W, N A x C est ouvert
dans A x C. Posons Rj(A) = supscp R5(f) et soit N tel que dVe > Ri(A). Alors,

AXCW.p=F NAxC\Wynp)
= F M@ ({(f,2) | 2] = dVe})).

C’est un fermé. Cqfd.
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2. Points critiques de G

Proposition 2. — Les points critiques de Gy : C~\ Ky — R sont les points des orbites
inverses des points critiques de f dans C \ Ky.

Démonstration. — Si @5 : V. — Vp est un isomorphisme, Gy = log|ps| n’a aucun
point critique dans V. La formule G(z) = 2G(f(z)) montre que z est point critique
de Gy si et seulement si z est point critique de f ou f(z) point critique de G.

Soit z € C~\ Ky et posons z, = f"(z). Pour n assez grand, z, € V, donc z, n’est
pas point critique de G'y. Par suite, z est point critique de G¢ si et seulement si I'un

des z, est point critique de f. Cqfd.

Corollaire 1. — Si tous les points critiques de f sont dans Ky, pour tout h > 0,
l’ensemble G;l(h) est homéomorphe a S* et I’ensemble des z € C tels que G¢(z) < h,
est homéomorphe a un disque fermé.

On retrouve une démonstration du fait que, dans ce cas, Ky est connexe.

Corollaire 2. — Notons ho le plus grand des Gy(a) pour a point critique de f dans
C N Ky (et hg =0 sl n’y en a pas). Alors, pour tout h > hg, U'ensemble G;l(h)
est homéomorphe a S et {z € C | Gy(z) < h} est homéomorphe a D. L’ensemble
Ly = {z | Gy(2) < ho} est un compact conneze. L’application ¢y s’étend en un
isomorphisme de C\ Ly sur C \ Dg avec R = eho.

Pour z € C\ Ly, on définit l'argument externe argy (2) = argy, (2) = arg oy (2).
Si0 < G¢(z) < ho, et si z n’est pas un point critique de G#, on peut définir le rayon
externe de f passant par z comme trajectoire orthogonale aux lignes de niveau de G'y.
Ce rayon, prolongé du coté des Gy croissants, peut sortir de L, ce qui permet alors
de définir arg K; (2), ou bien finir sur un point critique de Gy. Un point critique de G¢
est un col s’il a dans son orbite directe un seul point critique de f, simple. Dans le cas
général, c’est une « selle de singe » avec r rayons ascendants et r rayons descendants,
r étant le produit de ramification des points critiques dans l'orbite directe de z. Au
total, il y a une famille dénombrable de courbes R-analytiques sur lesquelles on ne
peut pas définir la fonction « argument externe ».

3. La fonction ®

Considérons la famille de polynémes quadratiques f. : z — 22 4+ ¢. On écrira ¢,
pour ¢y, etc.
Pour c € C~\ M, on a ho(c) = G.(0) > 0 et Gc(c) = 2G¢(0) > ho(c). On peut donc

poser : ®(c) = p.(c).

Théoréme 1. — On définit ainsi un isomorphisme ® de C ~ M sur C ~ D.
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Démonstration. — Pour ¢ € C~\ M, on a log |®(c)| = G.(c) > 0, donc ®(c) € C . D.
L’application ® est holomorphe. En effet,

L={(c,2) ]|z € Le} ={(c,2) | Ge(2) < Ge(0)}
est fermé, et, sur C2 \ L, I'application (c,2) — ¢.(z) qui est une détermination

de (pe(f™(2))2", est holomorphe.
On peut écrire :

(12 i) i)

Ce produit infini converge uniformément pour |c| > 4 et tous ses facteurs tendent
vers 1 quand ¢ — oo. Par suite ®(¢)/c — 1 quand ¢ — oo. On peut donc prolonger
®(c) en une application holomorphe C ~ M — C ~\ D, ot C = C U {co} est la sphere
de Riemann, en posant ®(co) = oo. L’application ainsi prolongée est propre : en effet,
sic—co € OM, Ge(c) — Geylco) =0 et |P(c)| — 1.

En tant qu’application holomorphe propre, elle a un degré. Or, ®~!(c0) = {oc} avec
multiplicité 1; donc ce degré est 1 et ® est un isomorphisme C~ M — C~D. Cqfd.

Corollaire 1

a) L’ensemble M est conneze.

b) Son rayon de capacité est 1.
Corollaire 2. — Pour tout ce C~ M, on a :

a) Gu(c) = Ge(c).

b) argy(c) = argg., (c).

Le théoréme 3 qui suit plus bas affirme en quelque sorte que la formule b) du
corollaire 3 s’étend a certains points du bord de M.

IT - Rayons externes des ensembles de Julia

1. Comportements possibles

Soit f : C — C un polynéme monique. Quand on suit un rayon externe R(Ky, 6)
de Ky dans le sens des Gy décroissants, ce rayon peut soit buter sur un point critique
de Gy, soit se prolonger jusqu’a ce que Gy — 0, i.e. jusqu’a tendre vers K.

Dans ce cas, il peut soit tendre vers un point de Ky — on dit alors qu’il aboutit en
ce point —, soit avoir dans K un ensemble d’accumulation connexe non réduit & un
point — nous dirons qu’il vagabonde. Si R(K¢,0) ne bute pas, on a f(R(Ky,0)) =
R(Ky,d-0). Cerayon aboutit en f(x) si R(Ky, §) aboutit en x, vagabonde si R(K, §)
vagabonde. Il peut arriver que R(K, ) bute, mais que R(K¢,d - 0) ne bute pas.

Proposition 1. — Si f est sous-hyperbolique, tout rayon externe de K¢ bute ou aboutit.
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FIGURE 1. Deux comportements possibles pour les rayons externes
d’'un polynéme cubique ayant un ensemble de Julia non connexe. Les
rayons R(Ky,0) et R(Ky,1/2) aboutissent en «, tandis que les rayons
R(Kyf,—1/12) et R(Kyf,7/12) butent surle point critique w. L’ensemble
U ={z € C| Gy(z) < 1} est un disque topologique, alors que I’ensemble
{z € C| G4(z) < 1/3} a deux composantes connexes U’ et U".

Démonstration. — Soient V un voisinage de J¢, 1 une métrique admissible sur V' et
A > 1 tels que | T, f||, = A pour tout z € f~(V). Soit h > 0 tel que

(21G(z) <h} CV~ K s

posons Q = {z | h/d < G(z) < h} et notons M la borne supérieure des p-longueurs
des rayons externes entre les niveaux h et h/d (le fait qu’il puisse y avoir des points
critiques de Gy dans @ n’empéche pas M d’étre fini). La p-longueur d’un rayon externe
au-dessous du niveau a est majorée par M/(A — 1), d’ou la proposition. Cqfd.
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2. Rayons externes d’argument rationnel

Proposition 2. — On suppose 0 rationnel. Alors, st R(Kyz,0) ne bute pas, il aboutit
en un point o« € K. Ce point est prépériodique (périodique si 0 est & dénominateur
premier o d), répulsif ou indifférent rationnel. V)

Démonstration. — Supposons d’abord 6 & dénominateur premier a d. Si 6 = pg/q,
alors d est inversible mod ¢, donc il existe k tel que d* =1 mod ¢, i.e. ¢ divise d* — 1.
On peut alors écrire 0, de fagon peut-étre non irréductible mais avec un k& minimal,
sous la forme p/(d* — 1). On suppose que R(K s, 6) ne bute pas; il est alors invariant
par f*.

Soient hg la borne inférieure des Gf(w) pour w point critique de f dans C \ K
(s’il n’y en a pas, hg = 00) et h < hg. Soient

U={2]0<G(z)<h} et U =f*U)={2]0<G(2)<h/d"}.

Notons U un revétement universel de la composante connexe de U rencontrant
R(Kys,0) et R un relevement de R(Kyf,0) N U dans U. 1l existe un relévement
g:U — U de f~* tel que g(R) C R. Choisissons zy € R(Kys,0) N U et définissons
z, € R(Ky,0) par G(z,) = G(x0)/d*, de sorte que f*(z,11) = xp. Soit L la
longueur de Poincaré dans U de [960,261]71(1(%9)- Comme g est contractante pour la
métrique de Poincaré dgy de 17, on a dy(zn,Tnt+1) < L pour tout n. Comme X,
tend vers 0K C OU, la distance euclidienne |z,4; — x| tend vers 0. Si la suite
extraite (z,)ner tend vers un point a € 9K, la suite (x,—1) tend aussi vers a, donc
F(a) = a.

Soient v, ..., les points tels que f¥(a) = «, Wy,...,W, des voisinages de
a1, ..., o tels que dy (W;NU, W;NU) > L pour i # j. Il existe un ng tel que z,, € UW;
pour n = ng, sinon on pourrait extraire de (z,) une suite tendant vers un a &
{a1,...,a,}. Mais comme dy(xy, 2nt1) < L, les 2, pour n > ng appartiennent tous
au méme W;, disons W7. Alors, x, — a7, car pour toute suite extraite convergente
vers un point ¢, on a @ = ;. Tout y € R(Ky,0) tel que G(y) < G(zo) appartient &
un segment [,y Tn(y)4+1] de R(Ky,0), on a alors dy (y, Tn(y)) < L. Il en résulte que
ly — 2n(y)| — 0, donc y — o = a1 quand G(y) — 0. En d’autres termes, R(Ky,0)
aboutit en «, qui est un point prépériodique de f, de période k', divisant k.

Le point « appartient a 0K, il n’est donc pas attractif; par suite, il est répulsif ou
indifférent.

Lemme. — Si « est un point périodique indifférent, on a (f*)'(a) = 1.
&) Douady, inspiré par Yoccoz, a démontré que lorsque I’ensemble de Julia d’un polynéme est connexe,
tout point périodique répulsif est le point d’aboutissement d’un nombre fini de rayons externes

périodiques (éventuellement avec une période plus grande). Ce résultat reste vrai pour un point
périodique indifférent rationnel.
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2
Démonstration. — Supposons que (f*)(a) = €. On a

Tpo1 —
t=limt,, out, =arg (L)

Tp — Q

Soit #,, le représentant de ¢,, dans R défini par le chemin de x,, & ,,_1 suivant R(K 7, 0).
La suite (£,) tend vers un représentant ¢ de t. Nous allons montrer que ¢ = 0.

On définit une fonction holomorphe F : {z | Re(z) < m} — C par la formule
F(log(z —)) = log(f*(2) — a), précisée par la convention que F(¢) — ¢ tend vers 2imt
quand Re( — 0.

On définit une paramétrisation v : R — R(Ky,0) par G¢(y(s)) = Gf(xo)/d?, de
sorte que x,, = y(n). Soit 4 une détermination continue de s — log(v(s) — ). Notons
R, image de v et #,, = 7(n). La suite Re(Z,) tend vers —oo, et on a Tp_1 = F(Zn)
pour n assez grand.

Supposons t>0. Quitte a diminuer m, on peut supposer que

Lot Tm(F(O) =) = p >0,
et que F' définit un isomorphisme du demi-plan {¢ | Re{ < m} sur un ouvert conte-
nant le demi-plan P; = {¢ | Re{ < my}. Alors Rey(s) — —oo et Im~y(s) —
—oo quand s — +o0o. Pour tout n € R, notons N, la composante connexe de
{C|Im¢ <n}~ R contenant les u + i(n — 1) pour u — —oo. Si 1 est assez petit,
N, C Pi, et F7Y(N,) C N,_.

L’image €2, de N, par ( — a + e$ est un voisinage de «, et I'image de Npp =
F~P(N,) est 'image €, , de €, par la branche de f7PF qui a pour point fixe a. On
a Ny p C Ny—p,u, qui est dans le demi-plan {¢ | Re¢ < ma} avec my arbitrairement
négatif si p assez grand, donc €2, , est arbitrairement petit. En particulier, on peut
avoir €2, , € 2,,. Alors, le lemme de Schwarz montre que |(f~P¥)'(a)| < 1, donc « est
répulsif, donc contradiction. Cqfd.

Fin de la démonstration de la proposition 2. — Si 6 est a dénominateur premier a d,
0 =p/(2¥ — 1), R(Ky,0) aboutit en un point a € Ky, périodique pour f de période
k' divisant k’. On a (f~P%)(a) = 1, donc (f~P*')(a) est une racine k/k’'-eme de 1.
Si 6 n’est pas a diviseur premier & d, on peut mettre § sous la forme p/d‘q avec
q premier & d. Alors, si R(Ky,0) ne bute pas, f*(R(Ky,0)) = R(Ky,01) ot 6; =
d*0 = p/q. Le rayon R(K,0) ne peut pas vagabonder, car R(K s, 6;) vagabonderait.
Il aboutit donc en un point , donc R(Ky,6;) aboutit en oy = f¢(«), d’apres le cas
étudié, a; est périodique répulsif ou indifférent rationnel. Cqfd.

(2)Ce lemme est une variante du lemme dit « de P’escargot ».
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3. Une propriété de stabilité

On note Py 'ensemble des polynémes moniques de degré d. Pour f € Py et 6 €
T = R/Z, on définit s : RY — R(Ky,0) par G(1Pre(s)) = s si R(Ky,0) ne bute
pas; s’il bute sur un point critique w de Gy, la fonction ;¢ est seulement définie
sur [G¢(w), +oo[. Si R(Ky,6) aboutit en un point «, on prolonge ¥¢¢ jusqu'a R en
posant 1¢,(0) = a.

Proposition 3. — Soient fo € Py et 6 € Q/Z. On suppose que R(Ky,,8) aboutit en un
point prépériodique répulsif wo € Jy,. On suppose en outre que f*(cp) n'est un point
critique de f pour aucune valeur de i > 0. Il existe un voisinage A de fo dans Py,
tel que, pour tout f € Pgq, le rayon R(Ks,0) aboutisse en un point prépériodique
répulsif ay. Lapplication (f,s) — ¢yre(s) de AxRy dans C est continue, holomorphe
en f.

Démonstration. — Supposons 6 a dénominateur premier a d, donc de la forme
p/(d* —1). On peut trouver un voisinage A; de fo dans Py, des voisinages V et
V' de (fo, ) dans Py x C, tels que V' C V et que (f,2) — (f, f¥(2)) induise un
isomorphisme de V sur A; x D, et une application analytique p : A; — C ~ D, de
fagon que (f(f*(2)) = p(f) - (s (2) pour (f,z) € V'. On pose ay = C;l(O); on a alors
fHlag) = ag et (f*) (ay) = p(f).

Soit so € R tel que (fo, v y,,6(s0)) € V'. En vertu des théorémes de semi-continuité
du temps de vie des solutions d’équations différentielles, et de dépendance de ces
solutions par rapport & un parametre, il existe un voisinage A de f0O dans A; tel
que, pour tout f € A, ¢y ¢ soit défini sur [so, +oo[ avec (f,¥r0(s0)) € V', et ¢yr(s)
dépendant de fagon continue de (f,s) et holomorphe en f pour f € A, s > so. Pour
chaque f € A, on peut prolonger 1)y a R% en posant

o1a() = (SD) o5 w0 .

On obtient ainsi une application (f,s) — 1y(s) définie sur A x R*, continue et ho-
lomorphe en f. Pour chaque f, 'image de 1¢4(s) est R(K¢,60). Enfin, ¢¢4(s) — af
uniformément sur tout compact de A quand s — 0. On peut donc prolonger
(f,8) — s0(s) continiment & A x Ry.

Ceci démontre la proposition dans le cas ou 6 est & dénominateur premier & d (ce
qui entraine oy périodique). Dans le cas général, il existe un £ > 0 tel que 0* = d*d soit
& dénominateur premier & d. Pour tout ¢ > 0, le rayon externe R(Ky, d'9) aboutit
a f(ap). On démontre la propriété énoncée pour 2¢0 par récurrence descendante
sur ¢ a partir de ¢ = £. Pour i = /, c’est le cas particulier étudié. Pour i < ¢,
Papplication F : (f, z) — (f, f(2)) admet un inverse holomorphe g; défini au voisinage
de {fo} x ﬁ(I(fov A1) avec gi({ fo} x ﬁ(KfoadH_lo)) ={fo} x ﬁ(Kfoadio)v puisque
F n’a pas de point critique sur {fo} x R(Ky,,dd). On peut alors définir Yy .aio(s)
pour s < s et f assez voisin de fo par (f, V¢ qig(s)) = gi(f, Vsai+19(ds)). Cqfd.
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III - Récolte dans le plan des parameétres

On considere la famille (f, : 2z — 22 + ¢)cec de polynomes du second degré.

Théoréme 2. — Soit ¢ € M un point tel que 0 soit strictement prépériodique pour fe
(point de Misurewicz).

a) Le point ¢ a dans K. un nombre fini d’arguments externes, qui sont rationnels
a dénominateurs pair.
b) Pour chaque argument externe 6 de ¢ dans K., le rayon R(M,8) aboutit en c.

La partie a) est un cas particulier de VII, corollaire 2 du théoreme.

Démonstration de b). — Le point ¢ est un point prépériodique répulsif de f. et on a
¥,0(0) = ¢, avec les notations de 3. Le point ¢ n’admet pas de point critique dans
son orbite directe puisque ¢ = f.(0) et que 0 n’est pas périodique. Pour X voisin de ¢
et s € Ry, posons Hs(A) = 9x,0(s) — A. Notons v l'ordre du zéro de Hp en c¢. On a
v < 0o car sinon on aurait fy771(0) = fL7(0) pout tout A voisin de ¢, donc pout
tout A € C.

Pour s > 0 voisin de 0, 'équation Hgs(A) = 0 admet v solutions voisines de ¢,
en tenant compte des multiplicités. Pour une telle racine A\, on a A = 9 ¢(s), d’on
ANZ Ky, de. NZ M, et ®(\) = px()\) = T2, On voit donc que &~ (es+27m0) — ¢
quand s — 1. Cqfd.

15/56 11/56

La démonstration ci-dessus donne aussi le résultat suivant :

Corollaire 1. — L’équation Py 1*(0) — P{TH(0) = 0 admet en ¢ une racine simple.
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Démonstration. — La multiplicité de ¢ comme racine de cette équation est égale a v
introduit dans la démonstration du théoreme.

Pour s > 0, 'équation Hs(A) = 0 n’a qu’une solution, puisque c¢’est nécessairement
(I)—l(es—Q—Qiﬂ@).

On passe de 'équation A\ = 9, ¢(s), qui donne 'intersection de la diagonale avec
le graphe de A — 1) 4(s), & 'équation @y () = es+27mA
courbes par le difféomorphisme (A, z) — (A, @(z)). La multiplicité de la solution
de A = 1) ¢(s) est donc égale a celle de ®(\) = 52" qui est 1 puisque ® est un
isomorphisme. On a donc v = 1. Cqfd.

en transformant ces deux

Remarque. — 11 existe aussi d’autres démonstrations de ce corollaire, par exemple
une démonstration arithmétique consistant a compter des valuations 2-adiques.

DOCUMENTS MATHEMATIQUES



EXPOSE IX

POINTS FIXES MULTIPLES ET
POINTS PERIODIQUES INDIFFERENTS RATIONNELS

I - Points fixes multiples

Si f est un polynéme ayant en o un point périodique de période k, avec (f*)'(a) =
e2™/4 e polynéme f¥? a en o un point fixe avec dérivée 1. Pour cette raison, nous
allons commencer par étudier les points fixes avec dérivée 1.

On peut supposer que le point fixe est 0. Une grande partie de I’étude peut se faire
pour les applications holomorphes au voisinage de 0.

1. Ordre d’un point fixe

Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 0, avec f(0) = 0. L’ordre de 0
comme point fixe de f est Pordre r d’annulation en 0 de z — f(2) — z. On dit que 0
est un point fixe multiple si > 2. On peut alors écrire f(2) = z + bz" + O(z" 1) avec
b # 0. Ceci peut aussi s’écrire f(2) = 2(1+ bz""1 + O(z")). Les 2 tels que bz" ! € Ry
(resp. R_) forment r — 1 demi-droites, faisant entre elles des angles de 1/(r — 1) tour,
qu’on appellera les azes de répulsion (resp. azes d’attraction) de 0 pour f.

Remarques

1) Si ¢ est une fonction holomorphe au voisinage de 0 avec ¢(0) = 0, ¢'(0) # 0, qui
conjugue f a g (i.e. g = o fop~1), Papplication linéaire tangente Ty : z — ¢'(0) - 2
envoie les axes de répulsion (resp d’attraction) de f sur ceux de g.

2) On peut, par une fonction holomorphe tangente a l'identité en 0, conjuguer
f & une fonction g de la forme z+ z+b2" +O(2?"71), ou méme de la forme
2 2+ b2" + c2?""1 + O(2¥) avec v arbitraire. Pour les obstruction a conjuguer a

2+ 24+ bz" + cz? 1, voir le cours d’Ecalle.
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2. Un changement de variables

Pour étudier f, on souhaite faire le changement de variable z +— 1/(r — 1)bz" 1.
Mais cette application n’est pas injective au voisinage de 0, et ceci nous amene a poser
certaines conventions.

Soient 2 un ouvert de C, Q un revétement de Q et 7: Q2 — Q la projection. Pour
Z € Q, on pose : |Z| = |x(Z)|. Soient Z € Q et u € C assez voisin de 0 pour que,
pour tout ¢t € [0,1], 7(Z) + tu € Q. Le chemin v : ¢ — 7(Z) + tu dans Q admet dans
Qun unique relévement 7 d’origine Z ; on notera alors Z + u le point 7(1) € Q. Pour
A voisin de 1, on définit AZ par \Z = Z + (A — 1)w(Z).

Soit D, un disque contenu dans le domaine de définition de f. L’application z —
1/(r —1)bz"~1 définit un isomorphisme h : z — Z de D, ~ {0} sur un revétement
Q de degré r — 1 de Q = C~ Dpg, ot R = 1/(r — 1)|b]p" L. Notons 7 : @ — Q la
projection et F' I’application h o f o h~!, définie sur un ouvert Q' de Q contenant
7~ Y(C \ Dp/) pour R’ assez grand.

Proposition 1. — L’application F est de la forme Z — Z — 1+ O(|Z|~Y/7=1).

Démonstration. — Soient Z € V', z = h™Y(Z), 21 = f(2) et Z1 = h(z1) = F(Z2).
Ona:

21 =2+ b2" +O(2|"T) = 2(1 + b2+ O(|2]))

1 —(r—1 r— m™\\—(r—
m(2) = =g Y = @)+ 0
1
_ VA (1 _ —r/r—1 )
w(2)(1 = oy + O
Comme z et z; sont voisins, Z et Z; sont sur le méme feuillet et on a :
1
Z:Z(l—— o ‘T/’"_l):Z—l oz, Cqfd.
1 7y T Ol + 0|77 q
Remarque. — Les r — 1 axes de répulsion (resp. d’attraction) correspondent aux re-

lovements dans Q de Ry N € (resp. R_ N Q).

3. Pétales

Soient Ry et M tels que, pour |Z| > Ry, F(Z) soit défini et de la forme F(Z) =
Z —1+4+n(Z) avec [n(Z)| < M/|Z|"/7=' < 1/2. Soit T' C C une courbe de la forme
{(x+1iy) | x = H(y)} ou H : R — R est une fonction C*° ayant les propriétés

suivantes :
(i) H est convexe et paire;

(ii) H(0) < —R1;

(iii) y — |H(y) + ty| est croissante sur R ;

(iv) [H'(y)| < 1/tan(9), ot sin@ = 2M /| Z|*/7=1, Z = H(y) + iy ;
(v) H'(y) — +o0 quand y — oo.
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Les conditions (i) et (v) entrainent que I' a une branche parabolique dans la direction
de R Les conditions (ii) et (iii) entrainent que ' N Dg, = @.

Soient I'y,...,T»_; les relevements de I' dans € et posons F;(I') = m(F(T;)). La
condition (iv) assure que chacune des F;(T") se trouve strictement & gauche de 7_; /5(I"),
oll 7_1 /5 est la translation Z +— Z — 1/2. Soit G I'ensemble des Z = x + iy € C tels

7'71/2(11)

Z-1 Z—-1/2

F1cure 1. Un choix possible de courbe I'. La courbe F;(I") est a gauche de 7_y /5(T").

que z < H(y) (région située & gauche de T'). L’image réciproque de G dans €0 est
formée de r — 1 copies G1,...,Gr—1 de G, et on a F(G;) C 7_1/2G;.

Pour chaque 4, on pose P; = h=(G;) U {0}. Les P; sont des compacts que 1'on

[e]

appelle les pétales de f en 0. Ils dépendent du choix de T'. On a f(P;) C P, U {0}.
Chaque P; est limité par une courbe v; = h™1(T;), image d'un chemin [0,1] — C,
injectif sur 0, 1[, qui part de 0 tangentiellement & un axe de répulsion, croise un axe
d’attraction (appelé aze du pétale) et revient a 0 tangentiellement a ’axe de répulsion
suivant.

r=6 r=2r-1=1
r=4,r—1=3

FIGURE 2. Les pétales P;.
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La fleur |J P; est contenue dans le disque D,, = {0} Uh™}(C \ Dg,). Pour p' <
1/]H(0)|""!, louvert D, ~ |JP; a r — 1 composantes connexes, qu’on appelle les
interpétales.

Proposition 2. — Soient P; l'un des pétales de f en 0 et z € P; \ {0}.

a) f"(z) — 0 tangentiellement a l'aze de P; ;
b) f™ — 0 uniformément sur P;.

Démonstration
a) Posons z, = f"(2), Z = h(z), Zn = h(z,) = F"(Z), écrivons Re Z pour
Re(n(Z)), etc. On a Re Z,,41 < Re Z,, — 1/2, donc Re Z,, — —o0, d’ou |Z,,| — o0 et
|zn| = 0.On a Z,41 — Z, — —1, dolt arg Z,, — 1/2, et 'angle de z,, avec 'axe de P;
tend vers 0. Cqfd.
b) On a F"(G;) C 7_p/2(Gi), donc pour tout R” > 0, il existe un ng tel que
7(F"(G;)) N Dp» = @ pour n = ng. Par suite,

Vp" >0 (3 TLQ) (Vn > TLQ) fn(Pl) C DP”' qud

IT - Cas des polynoémes

On suppose dans cette partie que f est un polynéme monique de degré d ayant
en 0 un point fixe d’ordre r > 2. Soient P, ..., P._1 les pétales de f en 0.

1. Composante de K contenant un pétale
Le point 0 appartient & J; = K. En effet, si f(z) = 2z + bz" + O(|z|""1), on a :
fM(2) = 2+ nbz" + O(|z["F1), et la suite ((f"))(0)),
Pour chaque i, P; \ {0} C Ky. En effet P, C Ky et f(P, ~{0}) C P, C Kj.
Comme 'ensemble P; \ {0} est connexe, il est contenu dans une composante connexe

U¢ de Kf.

n’est pas bornée.

Proposition 3. — Pour tout x € U;, il existe un n tel que f™(x) € P; ~ {0}.

Démonstration. — Soient xg € U; et yo € P;. Posons z,, = f"™(x0) et yn = f™(yo).
On a, pour les distances de Poincaré, dy, (zn, yn) < dy, (xo,yo), et pour les distances
euclidiennes d(y,, 0U;) < |yn| — 0. Par suite, |z, — y,| — 0 et |x,| — 0.

Si p’ est assez petit, on a |(f(z)| > |z| si z € Dy —|J P;. Les x,, ne peuvent donc pas

o

étre tous dans les interpétales, et Ing, 3 j, xn, € Pj \ {0}. On a alors z,, € P; \ {0}
pour n > ng.

Notons V; I’ensemble des x € U; tels que (3n) z, € P; \ {0}. Les V; forment une

partition de U; en ouverts. Comme U; est connexe, un seul n’est pas vide, et comme
P~{0}CcVi,,onalU;=1V,. Cqfd.
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FIGURE 3. Le polynoéme f(z) = z+4 z* + 2° a un point fixe d’ordre 4 en 0.

]
Les trois pétales sont contenus dans des composantes distinctes de K.

Corollaire. — Les U; sont deux a deux distincts.

Proposition 4

a) U; contient au moins un point critique de f.
b) f induit une application holomorphe propre f; : U; — U; de degré d; > 2.
c) Soit ¢ : U; — D un isomorphisme et posons g = @ o f; o o~ L. Alors, g est

la restriction ¢ D d’'une fonction rationnelle g : C — C ayant sur S* un point fizve
triple a. Pour tout x € C — SY, la suite g"(z) — a.

Lemme. — Soit xg € U; et posons x, = f™(xo). Alors, dy,(xn, Tpy1) — 0.

Démonstration. — x, — 0 tangentiellement a l'axe de P;, donc 3m > 0, Jdny,
Vn = ng, d(x,,0U;) > mlz,| (en fait, on peut prendre m arbitrairement voisin
desinm/(r—1)sir >3, m=1sir=2).

Pour m’ > |b|, on a |zp41 — xn| < m/|z,|" pour m assez grand. Par suite,

|$n+1 - $n| 0
Or,
Tn+1 — Tn
du, (Tn, Tni1) < dp(a, d(@n.00,)) (Tns Tng1) = dp (0, m>7
d’ou dy, (Xn, Tni1) — 0. Cqfd.
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Démonstration de la proposition. — b) L’application f induit une application holo-
morphe propre f~1(U;) — U;. Or, U; est une composante connexe de f~*(U;), donc f
induit f; : U; — U; holomorphe propre. Soit d; son degré. On a d; > 1 car sinon f;
serait une isométrie pour la distance de Poincaré de U;, ce qui est contredit par le
lemme.

a) résulte de b) et de la formule de Riemann-Hurwitz. Plus élémentairement, s’il
n’y avait pas de point critique, f; : U; — U; serait un revétement nécessairement
trivial puisque U; est simplement connexe, donc de degré 1.

¢) L’application g : D — D est holomorphe et propre. Par le principe de réflexion
de Schwarz, elle se prolonge en une application C — C, qui est une fraction rationnelle
commutant avec z — 1/Z. Montrons qu’il y a un point triple sur S*. Soit 2o € D et
posons x,, = g"(x). Tout point d’accumulation « de la suite (x,,) appartient & S* et est
un point fixe de g. En effet, si x,, — «, on a |y, +1 — Tn, | < dp(Tn,, Tn,+1) — 0, et
9(zn,) — a d’olt a = g(a). Soient ay, ..., q, les points fixes de g sur St, Wy,..., W,
des voisinages de o, . . ., @, respectivement tels que dp(W; ND, W; ND) > dp(zo, z1).
A partir d’un certain rang, tous les x,, sont dans la réunion des W;, mais comme on a
dp(xp, Tny1) < dp(zo,x1), ils sont tous dans le méme, et la suite n’a qu’un seul point
d’accumulation o € S'. Comme D est compact, 2" — a.

Tn4+1 — Tn

Comme dp (2, Tnt1) — 0, 0n a — 0 et « est un point fixe multiple. Soit

-«
Yo € D et posons y, = ¢"(y0). On a dlg(xn, Yn) < dp(xo,yo0) ; comme |z, —a| — 0, on
alyn — xn| — 0 et y, — a.

Soit s l'ordre de o comme point fixe de g ; montrons que s = 3. Soient @1, ..., Qs—_1
les pétales de g en a. Au moins la moitié d’entre eux rencontre D. Mais les
Vi={zeD|g"(z) € Q; ~ {a}} forment une partition de D en ouverts, donc il y en
a au plus 1 non vide et s — 1 < 2, d’out s = 2 ou 3.

Posons z, = ¢ !(z,) € U;. La suite 2, — 0 tangentiellement & I'axe de P;. Si
n:U; — [0, 1] est une fonction harmonique sur U;, continue sur U; ~. {0}, valant 0 sur
OU; dans un interpétale adjacent & P; et 1 dans 'autre, (3m > 0) (Vn) m < n(z,) <
1 — m. Par suite, x,, — « non tangentiellement & S', ce qui exclut le cas s = 2. On a

donc s = 3. Cqfd.
Corollaire 1. — Si d; =2, il n’y a qu’un point critique w € U;. Si on a pris ¢ tel que
3224+ 1
=0eta=1,ad t donné = .
o(w) et a alors g est donnée par g(z) 2
2. Arguments externes de 0
Proposition 5. — On suppose que Ky est conneze et localement connezxe.

a) Tout argument externe de O est de la forme p/(d —1).
b) Dans chaque interpétale arrive au moins un rayon externe qui aboutit en 0.
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c) Entre deuzr rayons externes aboutissant en 0, il y a un point critique et une
valeur critique de f.

FIGURE 4. L’ensemble de Julia rempli d’un polynéme cubique ayant un
point fixe multiple. Les points critiques sont indiqués.

Lemme. — Soit A € R/Z un ensemble contenant au moins un point o de la forme
p/(d—1), p € Z. On suppose que t — dt induit une bijection de A sur A préservant
Vordre cyclique. Alors, tout point de A est de la forme p/(d—1), p € Z.

Démonstration. — On a (d — 1)a = 0, donc da = «, et t — t — o commute avec
t — dt. On peut donc prendre o comme origine, i.e. supposer que o = 0. Soit t € A et
soit (€1,...,€k,...) le développement de ¢ en base d. Si la suite (g;) est stationnaire,
g =€ pouri > kg, ona:

€
d—1

"t = €4, d = d",

d—1 d-1
€

dou t = 1 Sinon 34,7 tels que €; < €41 et €; > €;41. Choisissons pour tout

élément de A le représentant dans [0,1[. On a 0 < d't < d"tt et 0 < /Tt < dit, ce

qui est en contradiction avec le fait que ¢t — d’~'t préserve I'ordre cyclique.  Cqfd.
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Démonstration de la proposition. — a) Notons A l’ensemble des arguments externes
de 0. Supposons A # & et soit t € A et « le plus petit élément de A correspondant a
un rayon R, qui arrive dans le méme interpétale que R;. Le rayon R, est stable par f,
donc a = da et « est de la forme p/(d — 1). L’application f induit des permutations
des (R¢)ica préservant Uordre cyclique. La partie a) résulte alors du lemme.

b) Choisissons dans chaque pétale P; un centre ¢; pour U; et soit H l'enveloppe
réglementaire de {0, ¢y, ..., c.—1}. Les interpétales sont les acces a 0 relativement & H
(cf. exposé « arguments externes dans les ensembles de Julia »). La partie b) résulte
alors de la proposition 1 dudit exposé.

c) Soient R = R(Ky,0) et R = R(Ky,0') deux rayons externes de K ; aboutissant
en 0, et V une composante connexe de C \ (RU R’). D’apres la partie a), on peut
supposer que § =0, 0/ = p/(d—1), p € {1,...,d — 2}, et que V contient les points
de C~\ Ky d’argument externe ¢t € ]0,p/(d — 1)[. Posons W = f~1(V). Le bord oW
est la réunion des R(Ky,t) pour t € {g, =+ 5}1:0,...,4—1- Soit W7 la composante
connexe de W telle que OW7 D R. On a Wi C V et OW D R U R(Ky,t1) ou
h=F5-5= m. Le rayon Ry = R(Ky,t1) aboutit en un point ¢; # 0 puisque
thW€7Z- ﬁ. L’application f induit une application holomorphe propre f; : W7 — V,
notons d; son degré. Soit U un voisinage de 0, alors f~H(UNW) D (U'NW)U(U"NW)
ou U’ est un voisinage de 0 et U” un voisinage de c1, qu’on peut supposer disjoints.
Par suite, di > 2, donc (3w € W1) f'(w) =0et f(w) € W. Cqfd.

III - Points périodiques indifférents rationnels

Nombre de pétales

Soit f : C — C un polynéme de degré d, a un point périodique de période k, tel
que A = (f¥)' (@) = €19, p.g.c.d.(p,q) = 1.

Proposition 6. — La multiplicité r de o comme point fize de f*4 est de la forme vq+1,
ovve{l,...,d—1}.

Démonstration. — L’application T, f*, qui est la multiplication par p, opeére librement

sur les axes de répulsion en «. Leur nombre, qui est » — 1, est donc de la forme gv. 1l
o

y a v orbites disjointes dans mo(Kf), et chacune contient au moins un point critique

de f*4 donc un point critique de f. Comme f a au plus d — 1 points critiques, on a

vr<d-1. Cqfd.

On pourrait aussi déduire la proposition 6 du lemme suivant, que nous donnons
car il nous servira par la suite.
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Lemme 1. — On peut trouver une coordonnée holomorphe centrée en « telle que l’ex-
pression de f* dans cette coordonnée soit de la forme ¢ +— N +¢" + O(C™)), avec
r=vqg+1, veN*

Autrement dit, on peut trouver un difféomorphisme C-analytique, ¥ d’un voisinage
de o sur un voisinage de 0, avec 1) () = 0, tel que 1o f¥orp~! soit de la forme prescrite.

Démonstration. — Nous allons montrer que, si on a une coordonnée (; ot 'expression
gj de fFest ¢ — A+ b;¢7 + O(¢7T1), et si j n'est pas de la forme vq + 1, on peut
trouver une coordonnée (;1, tangente a I'ordre j & (;, telle que Pexpression g;1 de f*
dans (41 soit ¢ — A + b1 ¢FT + O(¢7T2). Prenons (11 = ¢ + chj. L’application
gj+1 est donnée par :

Gt G = G = Gl o A + (0 = M)y + -
— gj+1 () = Giar + (b — Ae+ M) + 0.
Si j n’est pas de la forme vg + 1, on a M — X\ # 0, et on peut choisir ¢ de facon que
b; + C()\j —A) =0.

On peut ainsi chasser de proche en proche le premier terme de g;(¢) — A¢ jusqu’a ce
que I'on tombe sur un terme de la forme b9t avec b # 0. Si le processus ci-dessus
se poursuivait indéfiniment, f*9 aurait un contact d’ordre oo avec 'identité, donc
f*4 = id, ce qui est impossible si f est un polynéme de degré d > 1. On peut donc
trouver une coordonnée ¢ telle que 'expression de f* soit ¢ + A +bC?9TE +O(¢V9+2)
avec b # 0, et en conjuguant par une homothétie on peut obtenir b = A. Cqfd.

Soit ¢ un difféomorphisme d’un voisinage de « sur un voisinage de 0. Une fleur F
de f*e relativement & ¢ est I = ¢ ~'(F’), on F’ est une fleur (réunion de pétales)

degpo fHoyh.

Proposition 7. — Soit { une coordonnée centrée en « satisfaisant aux conditions du
lemme 1, et F la fleur de f*7 relativement a ¢ définie a partir d’une courbe T' comme
o

dans 3. Pour un choiz convenable de T, on a f*(F) C FU{a}.

Démonstration. — Reprenons le changement de variables h : D, +— Q défini
en 2, avec b = 1. Notons o l'application de changement de feuillet Q- Q
conjuguée par h de z +— Mz. L'expression F' = ho f*¥ o h™! de f* est de la
forme Z +— o(Z — 1+ O(1/|Z|*/7=1)). Si T satisfait aux conditions (i) & (v), on a

F(GZ) C T,l/gGg(i), d’ou f(H — Oé) C Po’(i)- qud.

Remarque. — La condition (iv) est plus forte que la condition normalement exigée
pour définir la fleur de f*9, car f*¢ correspond & b= ¢ et non b = 1.
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EXPOSE X

CONNEXITE LOCALE
DE CERTAINS AUTRES ENSEMBLES DE JULIA

1. Résultat

Théoréme. — Soit f : C — C un polynéme de degré d > 1. On suppose que, pour tout
point critique w de f, l'une des trois éventualités suivantes se produit :

a) w est attiré par un cycle attractif;
b) w tombe en un temps fini sur un cycle répulsif;
c) w est atliré par un cycle indifférent rationnel.

Alors, Ky est connexe et localement conneze.

Corollaire. — Soit f un polynéme de degré 2 admettant un cycle indifférent rationnel.
Alors, Ky est connexe et localement connexze.

Cet exposé est un complément a l'exposé III « Connexité locale de certains en-
sembles de Julia ». Nous utiliserons les résultats de 'exposé IX «Points fixes multiples
et points périodiques indifférents rationnels ».

D’apres un théoréme de Fatou et/ou Julia, comme tout point critique de f appar-
tient & K, I'ensemble K¢ est connexe (III Proposition 1 étendue). Le cas ot seules les
éventualités a) et b) se présentent est couvert par la Proposition 4 de III 4+ Caractéri-
sation des polynémes sous-hyperboliques. Dans le cas ol ¢) se présente effectivement,
f n’est pas sous-hyperbolique. Pour montrer que Ky est localement connexe, nous
montrerons que la suite (7y,) de lacets définie dans la Proposition 3 de III converge
uniformément. Pour cela, nous allons construire, sur une partie 2 de C une métrique
pour laquelle f est strictement (i.e. augmente strictement la longueur de toute courbe
rectifiable non triviale) mais non fortement dilatante en général. Le raisonnement que
nous aurons a faire pour terminer la démonstration sera donc plus délicat que celui
de la démonstration de la Proposition 4 de III : nous serons amenés a faire quelque
chose comme une partition de Markov.

Dans la suite, f sera un polynéme satisfaisant aux hypotheses du Théoréme.
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2. Constructions de

Notons A_ l’ensemble des points périodiques attractifs de f, Ay I'ensemble des
points périodiques indifférents rationnels et C' la réunion des orbites directes des points
critiques. Ecrivons C' = C_UC,UC,, ot C— (resp. Cp) correspond aux points critiques
attirés par un cycle attractif (resp. indifférent rationnel) et Cy aux points critiques
tombant sur un cycle répulsif.

Proposition 1. — On peut trouver un ensemble compact Q tel que :

2) 90D Ao, ANA- =2, Cp CQ (CUC )N =0 ;
b) JfCQUAO, 'ynConurn assez grand ;
c) f7HQ )CQUAQ;

d) QO connezxe ;
e) QNR(Kf,0) conneze.
Démonstration. — Soit L un disque topologique fermé contenant K¢, limité par une

courbe de niveau du potentiel Gy de K.
Choisissons pour chaque o € A_, un disque topologique A, de facon que f(A,) C

A,. Ceci entraine A, C Io(f. Soit n_ tel que B_ = f’”*(UaeA_ Aa) DC_.0na

_ o
encore B_ C K.
Pour chaque o € Ay, construisons une fleur F,, (relativement & une coordon-

née ( centrée en a) de fagon que f(Fo \ {a}) C Fyy. Soit ng tel que By =

f‘”O(UaeAO Aa) D Cp. Ceci entraine que By C Ky et By C Ky U Ag. L'ensemble
Q =L~ (B_UBy) répond a la question. Cqfd.

3. Construction de U

Posons U = §02 Nous allons construire un revétement ramifié U de U. Comme
les points périodiques de C'y sont répulsifs, donc non critiques, on peut trouver une
fonction v : Cy — N* telle que v(f(x)) soit multiple de r(x)v(z), ou r(x) est le degré
local de f en x (par exemple, v(z) = [[r(y), produit pour y dans l'orbite inverse
stricte de z).

On pose r(z) = 1 pour = € C. Soient U* un revétement ramifié de U avec degré de
ramification égal a v(z) pour tout point au-dessus de x, et U le revétement universel
de U*. Alors, U est un revétement ramifié galoisien de U. Notons 7 la projection
U — U. Soit Ry un relevement de I'arc ouvert U NR(K,0) dans U.

Propogition 2~. — 1l existe une application holomorphe g : U— U telle que forog=m
et g(Ro) C Ro.
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Remarque. — La condition f o 7w o g = 7 exprime en quelque sorte que g est un
relevement de f~1.

Démonstration. — Soit X I'ensemble des couples (z,y) € U x U tels que f(w(y)) =
7(x). L’ensemble X est une courbe C-analytique avec singularités. Soit (xq,yo) € X.
Si w(xg) n’appartient pas & C, m(yo) non plus, X est lisse en (zg,yo) et pry : X — U
est un isomorphisme local au voisinage de (zg, yo). Supposons 7(Xp) € C, notons r
le degré de ramification en 7(yo) de f; posons vy, = v(m(xg)) et vy, = v(m(yo)),
degyo(f o) = TVy,, qui est par hypothese un diviseur de v,, = deg, 7. On peut
prendre sur U des coordonnées, £ centrée en x( et 1 centrée en yq, telles que les
expressions de 7 et f o 7 solent £ +— £"#0 et n +— 1. Au voisinage de (zo,yo),
ensemble X devient {(£,n) [ £"0 =n™w} = U{({,n) [ n = AL}, ol ¢ = vy /vy,
la réunion étant prise sur les A\ tels que \™vo = 1. La courbe X est au voisinage
de (xo, yo) réunion de rvy, courbes lisses (branches), qui se coupent transversalement,
et pour chacune la projection pr; : X — U induit un isomorphisme local.

En remplacant le point (zo,y0) par rvy, points, un sur chaque branche, et en
procédant de méme pour les autres points (z,y) tels que w(z) € C, on obtient un
espace X qui est un revétement de U. Mais U est simplement connexe, ce revétement
est donc trivial. Soient x1 et y1 des points de R(Ky,0) N U tels que 1 = f(y1);
notons z; et 31 leur relevement dans ﬁo. Il existe une section unique o : U — X telle
que o(z1) = (Z1,y1). L'application g = pryomg oo : U— U, on T X — X est la
projection canonique, répond a la question. Cqfd.

4. Construction d’une métrique

Notons pg la métrique de Poincaré de U et pou la métrique riemannienne admissible
sur U telle que la projection 7 : U — U soit une isométrie locale.

Remarques

1) Si Ag = @, 7(g(U)) est relativement compact dans U, il en résulte que g : U — U
est fortement contractante pour K- Par suite, f est fortement dilatante pour py sur
Jy, autrement dit f est sous-hyperbolique. Le théoréme, dans ce cas, résulte alors de
III, Proposition 4.

2) Si Ay # @, Papplication g : U — U est strictement mais non fortement contrac-
tante. Soient o € Ag et 6 un argument externe de o dans K y. L’arc ouvert UNR(Ky, 6)
a une longueur infinie du cé6té de o pour py, et la suite (,,(0))nen n’est pas une suite
de Cauchy pour uy. C’est pour ces raisons que nous allons modifier la métrique uy .

On peut trouver pour chaque point a@ € Ap, un disque topologique A, et un
isomorphisme (, : A, — D, de fagon que 'expression de f : A, — Aj(,) soit de la
forme ¢ — A(¢ + baC%Ft +--2), by > 0, go = nombre de pétales de la fleur de «,
Ao =1,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



78 EXPOSE X. CONNEXITE LOCALE DE CERTAINS AUTRES ENSEMBLES DE JULIA

Si les disques A, ont été pris assez petits, U N A, est contenu dans la réunion
des interpétales, et ’expression de f a une dérivée de module > 1. En outre, on a :
fUNAL,)DUN Af(a)v f(Za) ﬂZﬂ = @ pour B # f(a), et Ay N CL=0.

Notons p, la métrique |d{,| sur A,. Choisissons M € Ry grand et définissons
sur U U Uye 4,
inf(uy, M), la borne inférieure étant prise en chaque point z sur les métriques
définies en ce point.

Considérons le compact ' = f~1(Q) C U U Ay.

A, une métrique riemannienne p (& coefficient discontinu) par p =

Proposition 3. — Si on a choisi M assez grand, [ est strictement dilatante pour u
sur Q.

Par « strictement dilatante », nous voulons dire que, pour tout chemin rectifiable
non trivial v : I — €', on a long,,(f o) > long,, (7).

Démonstration. — Pour a € Ao, f~1(Q2NA,) est un compact de la forme L/, U L,
ou L, ¢ & NA, et L est un compact contenu dans U ~ Cy = U ~\ C. Posons
Mma = inf.epr | T2 f|l gy - On @ me > 0. Nous choisissons M > 1/inf(m,,). Montrons
que, pour z € Q' N (A4 UC), on a :

(1) 7= flle > 1.

Il y a 4 cas a considérer :

a) . = pu., ff(z) = Hu,f(») @ L'application f : f~1(U) — U est strictement
dilatante pour py puisque g : U — U est strictement contractante, d’ou (1) dans ce
cas.

b) pz = Mt z, pf(z) = Huf(z) - On a p, < py,z, d’ott (1) comme dans le cas a).

) pz = Mtz pp(z) = Mptg(a),£(2) - L'inégalité (1) résulte du fait que 'expression
de M dans les coordonnées (u, (f(q) a une dérivée > 1 en module.

d) pe = pu., gy = Moy, 5z) : Siz € L, onapu, < [ia,z, et on conclut comme
dans le cas ¢). Si z € L, I'inégalité (1) résulte de la condition M > 1/m, imposée
a M. Cqfd.

5. Un module de continuité

Posons Q* = ' UU = Q' Ay, et soit '* Pimage réciproque de Q'* dans U. Soit [i
la métrique sur Q* relevant la métrique p sur 2'*. Notons € le complété de €'* pour
i : il s’obtient en rajoutant un point au bout de chaque relevement dans Q" d'un
interpétale en un point de Ag.

L’application g : U—Udela Proposition 2 induit une application O — Q' qui
se prolonge en une application g : QO — , strictement contractante.
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Proposition 4. — I existe une application croissante h : Ry — Ry, vérifiant h(s) < s
pour s >0 et s — h(s) — 400, telle que :

(Vay € Q) dalg(@), 9(y)) < hld(z,y)).

Démonstration. — Le groupe I' = AutU(ﬁ) opere sur Q par des isométries pour fi.
Soit v(0) € R(Kf,0)NU (cf. III, Proposition 3); notons € le relevement de e dans
ﬁo, Yo, le relevement de 7y d’origine €, et posons €1 = y(1). Notons o ’élément
de T tel que o(€) = €. Il existe un élément oy € T tel que g o 0% = oy o g. Soit
F C ' un compact tel que I' - F = (' et posons Fy = Uo<icd—1 o'F. Pour s > 0,
notons B(Fy,s) = {z € O | di(z, F1) < s}, c’est un compact. Notons h(s) la borne
supérieure des dj(g(z), g(y)) pour (z,y) € Q, di(z,y) <s.Ona:
h(s) = sup di(9(x),9(y)) < s.
(z,y)€F1xB(Fy,s),
di(z,y)<s

Il est clair que la fonction h est croissante. Choisissons sg > 0. On a h(ksg) <

kh(so), il en résulte que s — h(s) — 400 quand s — +o0. Cqfd.

Notons E Pespace des lacets v : T — @~ (Cy U Ap) tels que y(0) € R(Ky,0),
homotopes & vg. On définit G : E — E en associant a chaque v I'unique lacet v/ € E
tel que 7/(t) € f~1(y(dt)), v/ (0) € R(Ky,0). En particulier, v,41 = G(v,). En
associant & chaque lacet v € E le chemin 7 : [0,1] — Q' relevant v, on identifie E &
une partie de E de C (I; Q' ), ott I = [0,1]. A Papplication G correspond une application
G : E — E, définie par (N?(ﬁ) =7, avec :

1+ s

F7Lt) = g(6'7(s)) sit= , s €[0,1].

U

On munit E de la distance d(v,n) = sup;cr di(y(t),n(t)).

Corollaire. — L’application G admet comme module de continuité la méme fonc-
tion h.

6. La convergence

Proposition 5. — La suite () est une suite de Cauchy dans C(I;<Y).

Démonstration. — Posons £ = d(59,71), et soit L > £ tel que L—h(L) > ¢. Montrons,
par récurrence que, pour tout n, on a d(Jo,71) < L. Clest évident pour n = 0 ou 1.
Si d(ao,:yil) < L,on a d(:?l,:yinJrl) < h(L), d’ou d(ﬁo;inJrl) </l + h(L) < L.

Pourp e Net g =p+n, on a: dfp,7,) = d(G?(Y), GP(7r)) < hP(L). La suite
(h?(L))pen est une suite strictement décroissante. Elle a une limite qui est un point
fixe de h, donc = 0. Par suite, (J,) est une suite de Cauchy. Cqfd.
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Démonstration du théoréme. — La suite (7,,) est une suite de Cauchy dans C(T; ),
muni de la distance de la convergence uniforme, pour la distance d, sur €. Elle
converge donc uniformément pour d,, et aussi pour la distance euclidienne dy, qui
définit la méme topologie, puisque Q' est compact. Le théoréme résulte alors de la
proposition 3 de III. Cqfd.
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EXPOSE XI

UN TOUR DE VALSE

[C’est quand méme mieux qu'un coup de fouet]

ADRIEN DOUADY & PIERRETTE SENTENAC

1. Introduction

Soit cg € M tel que le polynéme f., : 2z — 22 + co admette un cycle indifférent
rationnel {a, ..., ax}, de valeur propre p = €™/, (p,q) = 1. D’apres 'exposé pré-
cédent X (Connexité locale de certains autres ensembles de Julia), K, est localement
connexe, et, d’apres IX (points fixes multiples et points périodiques indifférents ra-
tionnels), chacun des a; a une fleur a ¢ pétales, et dans chaque interpétale arrive un
nombre fini non nul de rayons externes de K., qui sont fixes par f*¢, donc ont des
arguments de la forme p/(2¥7 — 1) (on verra plus tard que ce nombre est 2 si ¢ = 1
et 1 sinon).

Le point ¢g, valeur critique, est attiré pour f*¢ par un des points du cycle

[e]
{ai,...,ai}. On peut supposer que c’est ;. La composante connexe U; de K, qui

contient ¢y contient aussi un pétale P; de 1. Nous avons en vue le résultat suivant,
qui sera démontré dans I’exposé suivant.

Théoréme A. — Soit 0 l'argument d’un rayon externe de K., qui aboutit en oy par
un interpétale adjacent a Py. Alors, le rayon externe R(M,0) aboutit en co.
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Remarque. — Ce théoréme fait pendant au Théoréme 2 de VIII (Arguments externes
dans M des points de Misurewicz). Cependant ce dernier est obtenu en passant & la
limite & partir du Corollaire 2(b) du théoréme 1 de VIIL. Au contraire, le théoréme A
ci-dessus repose sur une discontinuité du comportement de R(K,, 8) en ¢ = co.

Nous démontrons dans cet exposé le théoreme 1, dont un cas particulier (corol-
laire 1) est une conséquence du théoréme A. Dans le prochain exposé du remonterons
du corollaire 1 du théoréeme 1 au théoreme A.

Théoréme A

ﬂ >Prochain exposé

Théoréeme 1 == Corollaire 1

cet exposéﬂ

Etat actuel

Supposons g # 1. Alors, a; est un point périodique simple de f,. Pour tout ¢ voisin
de ¢p, on peut trouver un a(c) tel que f¥(a(c)) = a(c) avec ¢ — a(c) analytique et
ac) = aq.

Soit A un disque centré en a(cp), fixé assez petit (nous préciserons au §6 ou 7).
Soient ng assez grand et 7* > 1 assez voisin de 1 pour que z(co) = [0 (co) et y(co) =
oo (r*e* ™) appartiennent & A (olt ¢¢, : C \ K¢, — C \ D est la représentation
conforme).

Pour ¢ voisin de cg, posons z(c) = fok4(c) et y(c) = p; 1 (r*e?im?).

L’énoncé intermédiaire est le suivant :

Corollaire 1 du théoréme 1. — Pour tout wvoisinage W de co dans C, il existe un
No > 0 tel que, pour tout N = Ny, il existe un c € W tel que fN*4(x(c)) = y(c).

Démonstration de limplication Théoréme A = Corollaire 1 du Théoréme 1

Soit ry tel que r?\;nwmkq = 1" et ¢ = ¢y} (re?™). On a pc(c) = pu(c) =
rne?™ et comme 2890 = 0, p(x(c)) = r?\?okqegme, oc(fN¥(x(c))) = r* e d’on
fNka(z(c)) = y(c). Quand n — oo, 7y — 1, donc ¢ — cq si on admet le théoreme A,
et (VW) (INo) (VN = Ny)ceW. Cqfd.

2. Résultats

Voici maintenant I’énoncé du théoreme dont la démonstration occupe cet exposé :
Soient A et V' des voisinages de 0 dans C, et (A, 2) — gx(z) une application C-
analytique de A x V' dans C. On suppose que ¢gx(0) = 0 pour tout A € A, g((0) =
po = ¥4 p/q € Q, et que X — p(\) = gh(0) n’est pas constante. On suppose que
g¢ est de la forme z — z + bpz9t! + O(29%2) avec by # 0. Soient L, et L_ un axe
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de répulsion et un axe d’attraction de g? en 0, consécutifs (V). Notons S, et S_ les
secteurs angulaires ouverts de bissectrices L et L_ respectivement d’ouverture 1/8¢
tour.

Théoréme 1. — Dans cette situation,
( JA )(VQ+CAOS+) (VQ,CAOSJr)( YW )

disque centré en 0 compact compact vois. de 0 dans A

(HNO) (Vs+:W—>Q+) (st :W_’Q+) ( VN )(HAEW)

eN continue continue > Ny
N
95 1(s=(N) = s+ (A).
Démonstration du Corollaire 1 a partir du Théoréme 1. — Si ¢ # 1, a1 est un point

fixe simple de f¥. Posons ¢(\) = ¢ + A. On peut trouver une fonction analytique
A — a(\) au voisinage de 0 telle que a(0) = ay, fck(k)(a()\)) = a(A), en vertu du
théoreme des fonctions implicites.

Sig =1, c’est-a-dire p = 1, le point a; est un point fixe double de fcko, carily a un
seul pétale. Si on pose c(\) = co+ A2, on peut encore trouver une application A — ()
analytique au voisinage de 0, telle que «(0) = 1 et f()\) (a(N)) = a(A). Cela résulte
maintenant du lemme de Morse (ou du théoreme de préparation de Weierstrass).
Dans les deux cas, on définit gy par a(A) + gx(z) = ck()\)(oz(/\) +2). On pose s_(\) =
x(e(A)—a(N), s+ (A) = y(c(A)) —a(N). Sion a pris A assez petit, ng est assez grand et

nkq et <pc_gl (7,621'71'9)

7o assez voisin de 1 pour que s_(0) € S_ et 54 (0) € Sy, puisque [
tendent vers o tangentiellement & L_ et L, respectivement.

(1. e. faisant un angle de +1/2q tour
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Soient QQ_ et Q4+ des voisinages compacts de s_(0) et s (0) dans S_ et Sy, on a
encore s_(\) € Q_ et s1(\) € @+ quand \ varie dans un voisinage A de 0. On peut
donc appliquer le théoréeme 1, et on obtient le corollaire 1. Cqfd.

La démonstration ci-dessus donne au Corollaire 1 le complément suivant qui nous
servira au prochain exposé :

Complément 1 du Corollaire 1 du Théoreme 1. — On peut prendre Ny indépendant
de r* quand r* varie dans un compact J C ]0,+00] tel que

<p;01(J . 62”0) C A~ {0}.

D’autre part, nous verrons que; dans la situation du Théoréme 1, si A — p(A) —
e2im/4 3 en 0 un zéro d’ordre v, il y a au moins v valeurs distinctes de A telles que
g¥%(s_(N\)) = s4()\) dans les conditions du théoreme.

Nous utiliserons ce fait au prochain exposé pour voir que, dans la situation du
Théoréeme A, on a nécessairement v = 1.

3. Un changement de variables

Nous nous plagons dans la situation du Théoreme 1.
Proposition 1. — On peut trouver wun difféomorphisme C-analytique (\,z) —
(A, Cx(2)) d’un voisinage A x V' de (0,0) dans A x V sur un ouvert de A’ x C, tel

que (x(0) =0, et que pour tout A € A, l’expression de gx dans la coordonnée () soit

de la forme : ¢ — p(N)¢ + BN)CITL + O(¢12), avec 5(0) # 0.

Démonstration (cf. IX, III.1, Lemme 1). — Pour j € {2,..., ¢}, on a un difféomor-
phisme C-analytique (X, z) — (X, (x;(2)) tel que Pexpression de gy soit ¢ — p(A){ +
B;(A\)¢7 4+ O(¢I1) ; en posant

Bi(A) j
Ouit1 = QO + md,j

(le dénominateur ne s’annule pas au voisinage de 0), on obtient une coordonnée ot
'expression de gy est de la forme : ¢ — p(A\)¢ + Bj41(A)¢TT + O(¢72). Le difféomor-
phisme (A, z) — (A, {x,q+1(2)) répond & la question; on a bien F,11(0) # 0 sinon la
fleur aurait au moins 2q pétales. Cqfd.

Corollaire. — L’ezpression de g§ dans la coordonnée ¢y est de la forme :
¢ p(N)IC+ NI + O(C12)
avec b(0) # 0.
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En fait, b= (p9 4 p* + -+ pT ) - 8, b(0) = ¢ - B(0).
Nous allons maintenant faire le changement de variable défini par I’application :
p(N)ala+D)
2= ()

en reprenant les conventions de IX, I.2.

Si A est un dlbque centré en 0, cette application définit un isomorphisme h :
AxANA{0} — Q, out Q est un revétement de degré ¢ d’'un ouvert Q de A x C de la
forme Q = {(),2) | |z| > R(A\)}. Nous écrirons h : (A, z) — (A, Z).

Proposition 2. — L’ezpression G de g3 dans la coordonnée Z est la forme : Z
(14+U\Z—-1-n(\Z), oun(\ Z) est O(1/|Z|}?) quand |Z| — oo, uniformément
en A € A.

Complément. — A\ — Uy est une application analytique donnée par 1 + Uy =
1/(p(\)7. On a Uy = 0, et la multiplicité v de 0 comme zéro de A — Uy est égale a
sa multiplicité comme zéro de X — p(\) — e*™P/4,

Démonstration de la proposition. — Posons (1 = g5({), olt gx est expression de gy
dans la coordonnée (, et soient Z et Z; correspondant a ¢ et (1. On a :

C1 = p(A)1C+bACT +
= PN +bA)p(A) 1T +---);
d’ott
Z1 = p(\)" Z(1 = gb(N)p(N) ¢ ++-)

= p()\)*qzz(l _ M

=pN) T Z -1+ Cafd.

_|_)

4. Valse des compacts

Soient K et K’ deux compacts de R? = C, T un espace homéomorphe a S! orienté
(i.e. muni d’'une classe d’homotopie d’homéomorphismes S — T'), (¢¢)ier et (¢})rer
deux familles continues de plongements de K et K’ respectivement dans R?. On pose
K(t) = pu(K) et K'(t) = @y (K').

Définition. — On dit que K(t) et K'(t) valsent d tours® quand t parcourt T si :

a)VieT, Kt)NK'(t) = 2.

b) Quelles que soient les applications continues t — z(t) € K(t) et t — 2'(t) €
K'(t), Uapplication t — arg(2’'(t) — 2(t)), de T dans T = R/Z, est de degré d.

(2 Le lecteur notera que les conventions habituelles d’orientation de R2 ne s’accordent pas avec les
usages de la valse. Pour une fois, on dansera la valse a gauche.
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Remarques

1) Si K et K’ sont simplement connexes et si la condition (a) est vérifiée, il suffit
de vérifier (b) pour un couple d’applications continues t — (z(t), z’(¢)). En particulier,
il existe toujours un d tel que K (t) et K'(t) valsent d tours.

2) Supposons T = 9%, ott ¥ est une piece dans R?, prolongeons t — z(t) et

t — 2/(t) en des applications continues ¥ — R2. Si d # 0, il existe au moins un ¢ € 5
tel que 2'(t) = z(t). En effet, sinon, 'application ¢ — arg(z’(t) — z(¢)) pourrait se
prolonger en une application continue X — T.
En identifiant R? & C, si les prolongements ¢ — 2(t) et t — 2z’(¢) sont holomorphes
o

sur §J, le nombre d est le nombre de zéros de ¢t — 2'(t) — z(t) dans X, comptés avec
leur multiplicité.

3) Soient © et Q' deux ouverts simplement connexes de R? et ® : Q@ — Q' un
homéomorphisme préservant I’orientation.

Supposons que K (t) C Q et K'(t) C Q pour tout ¢, et que K (¢) et K'(t) valsent
d tours quand t parcourt T. Alors, ®(K(t)) et ®(K’'(t)) valsent d tours aussi. En
effet, on peut supposer T = 9%, o1 ¥ est un disque dans R?; si t +— z(t) € K(t) et
t— 2/(t) € K'(t) sont continues, on peut les prolonger en des applications continues
> — Q. Le nombre d est alors le nombre d’intersection dans ¥ x 2 des graphes
de t — z(t) et t — 2'(¢). Il est préservé par Id xP : ¥ x Q@ — X x Q.

Identifiant R? & C, nous dirons que K (t) est a gauche (resp. & droite, au-dessus,
au-dessous) de K'(t) si, pour z € K(¢) et 2/ € K'(t), on a Re(z’ — z) > 0 (resp. < 0,
resp. Im(z’' — z) < 0, resp. > 0).

Proposition 3. — On suppose que T = 0%, ou ¥ = [—1,1]2, et que pour
te{-1} x [-1,1], K(t) est a gauche de K'(t),
te[-1,1] x {—1}, K(t) est au-dessous de K'(t),
te {1} x [-1,1], K(t) est & droite de K'(t),
€ [-1,1] x {1}, K(t) est au-dessus de K'(t).
Alors, K(t) et K'(t) valsent 1 tour.

Démonstration. — Les applications
t "(t) — 2(t
b b e g 20 0
|t] |2/(t) — 2(t)]

de T dans S' ne prennent jamais des valeurs opposées. Elles sont donc homotopes
Cqfd.

Pour démontrer le théoréme 1, on pose N = N’ + N” ou N = [N/2] et N”" = N’
ou N’ +1; puis on construit dans A des pieces o1, ...,0,, ou v est l'ordre de 0 comme
zéro de X — p(\) —e?™P/4 telles que, quand A parcourt do, g/\N/q(Q,) et g)\N/q(QJr)
valsent 1 tour.
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Pour vérifier cette propriété, grace a la remarque 3), on peut passer dans le plan
des Z.

Dans 'espoir de faciliter la compréhension, nous ferons d’abord le calcul en négli-
geant le terme n de la Proposition 2, c’est-a-dire en remplacant G par Hy : Z —
(1+0)Z —1.

5. Etude de la famille (Hy)

On pose Hy(Z) = (1 + U)Z — 1. L’application Hy est la similitude de centre
A =1/U qui transforme 0 en —1.
On se fixe a € ]0,1/2]; on note P, le carré [—a, +a)?, i.e.
P,={z||Rez| < a, |[Imz| <a}

et Xy +{U | Nlog(1+U)+2mi € P,}. Le bord de X est de la forme 1 Uya U3 Uy
(voir la figure ci-dessous).

-1 —14e /N 0 —14e%/N

(274a)/N

FIGURE 1. L’ensemble X .

Pour N > 8, 0ona: Xy C Dg/n \ Dy et |arg(iU)| < £ tour =30° si U € Sy.

Proposition 4. — Soient Q4+ et Q_ deux compacts de C, et notons § le diamétre
de Q+ U Q_ U{0}. Soient N > sup(8,12§/a), N’ et N” tels que N' + N” = N.
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Alors, Q_(U) = HY' (Q_) et Q(U) = H(}NN(QJ,_) valsent 1 tour quand U parcourt
OXN.

Démonstration. — Pour A C X, 2 € Q_ et z4 € Q4, 0on a

log}Z*_A}:‘/z+ dz }< i < d < a.
zy — A . z—Al T A—-§ T N/8—46

Notons 7_ 4 la translation Z — Z — A, et ® D'application Z +— logZ sur C ~
et2in(=N'/N+1/OR . On pose 4 = ® o 7_4. Dire que Q_(U) et Q4 (U) valsent
d tours, ou que T_4(Q_(U)) et 7_4(Q+(U)) valsent d tours est équivalent d’apres
la définition, et d’apres la remarque 3 du §4, il est aussi équivalent de dire que
DA(Q_(U)) et D4(Q+(U)) valsent d tours. Mais, pour U dans 1, P4(Q_(U)) est &

gauche de ®4(Q4(U)), il est au-dessous pour U € 79, a droite dans -3 et au-dessus
dans 4. D’apres la Proposition 3, ®4(Q_(U)) et ®4(Q+(U)) valsent 1 tour. Cqfd.

6. Perturbation

Dans ce paragraphe, on se donne un voisinage A de 0 dans C, un ouvert €2 de C
de la forme C \ (Dr U —iR,), un a € ]0,1/2] et une famille (G\)xea d’applications
holomorphes 2 — C, telle que :

GA(Z) = (1+ U\ Z — 1+ 15(), Z) avec [n(\, Z)| < 1%‘0 pour (A, Z) € A x Q.

On suppose que A — U, est une application holomorphe de A dans C, avec Uy = 0,
et que G est injective sur tout demi-plan ne rencontrant pas —iR. .

On note S; et S_ les secteurs angulaires d’ouverture % tour, centrés sur R et
R_ respectivement. Soient Q4+ C S+ N (C N\ Dag) et Q— C S_ N (C \ Dag) des
compacts. On note § le diameétre de Q1 UQ_ U{0}. Pour A € A, on pose Ay = 1/U,

et Hy\(Z) = (1+ Ux)Z — 1. On définit ¥ comme au paragraphe précédent.

Proposition 5. — Soient N > sup(8,24d/a), N' = [N/2] et N" = N — N'. Soit 0 C A
un compact tel que A — Uy induise un homéomorphisme de o sur X. Alors :

a) Pour A€o, Q_(\) =GN (Q) et Q1 (\) = GV (Q4) sont définis.

b) Quand X parcourt do, les compacts QQ_(\) et Q4+ (N) valsent 1 tour.

Pour faciliter I'exposition de la démonstration de cette Proposition, on prolonge
GA(Z) = H\(Z) pour Z € C\ Q. Ceci introduit des discontinuités, mais elles ne nous
géneront pas.

Fixons A € o, posons A = A), U = Uy, G = G5, H = H,. Soient Zar € Q4 et
Zy € Q_, posons Z; = G(Zy ) et soit Z;F = G7H(Z).

Lemmel. — Pour j < N”, on a |Z;r — Al > £|A] et Z; — Al > $14].
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Démonstration. — Ecrivons Z; pour ZJ'-|r ouZ;.Ona|Zo—A| > |A|=detd < Na/24;
on a aussi N/8 < |A] car U € ¥y C Dg/y. Par suite,

20— Al > (1= 5)IA] > e /|4
Puisque Zj 41 — A= (Z; — A)(1 + U) +n; avec |n;| < a/100 et |1 + U| > e~ %/~ (car
UeXy),ona:

. —a/N
|Zj+1 A| >e |Z A| 100

Si|Z; — A| > 1]4], Onal_()()<016 |Z Al, d’ou

|Zj1 — Al > (e7N —0.16— )|z — Al > e 10Da/N 7. Al

On a donc |Z; — A|/|A| = e~(1/2+1.02/N)a tant que cette quantité est > 1/2. Mais
N"/N < 0.5625 pour N > 8, et pour a = 1/2, on obtient 1.71--- < 2. On a donc
|Z; — A]/|A| > & pour tout j < N". Cqfd.

Lemme 2. — Pour j < N”,

‘logZ _ —jlog(l—&-U)‘ <ji

Z0+ —A 3N

b) ‘1ogZ A+]log(1+U)‘ 3LN

c) ‘log%—Nlog(l—i—U)‘ Z .
Démonstration de a) et b). — Ecrivons Z; pour ZJT|r ouZ,.Ona

Zj —A=(1+U)(Z; — A) +n;,

ol € = %1 et |n;| < a/100. D’ou

log(Zj1 — A) = log(Z; — A) + elog(1 + U) +log (1 + T U)QZ yry )
J

" a/100
) <
na‘(HU) “(Z; - A} I N/16
[t| < 1/16. Par suite, |log(Z;41 — A) —log(Z; — A) —elog(1 +U)| < a/3N, d’ou a)

= 0.32%. Or, |log(1 + 0.32t)] < ¢/3 pour

et b). Cqfd.
L’inégalité c) résulte de a) avec j = N, b) avec j = N” et
‘10 ‘ o Neja a4 2
87— A \A 5 " NJ/S—Naj2d ~1/s—1/48 5"
en remarquant que g + 5 < Z' Cqfd.
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Démonstration de la Proposition 5

a) Soit Iy le demi-angle sous lequel on voit Dg du point A (les angles sont comptés
en tours). Posons I =arg A — % +1o, I =argA— 1 — o,

Ey ={Z|arg(Z—-A)e[ly,ls +3]} et E_={Z|arg(Z—-A)ell-—31]}

OnaE_ CQet G'(Q_) C E_ pour tout j < N’, donc GN' est défini et continu sur
Q-.OnaE; C G(Q) et G~! admet une détermination holomorphe sur E . Il résulte
du lemme 2 que G=7(Q4) C E4 pour j < N”, donc GV " admet une détermination
continue sur un voisinage de Q4.

Zni(A) — Ax
ZHn(N) — Ay
U,), ou, en changeant de détermination, de —Nlog(1 + Uy) + 2im, qui fait un tour
autour de 0 quand A parcourt do, en restant a distance > a de 0. Par suite, L(A) fait
1 tour autour de 0. Cqfd.

b) Le complexe L(A\) = log reste & une distance < 3a de —N log(1+

7. Démonstration du théoréme 1

Plagons-nous dans la situation du théoréme 1, avec g§ de la forme ¢ — p(A)2¢ +
b(A)CIT + O(¢?F2), ce qu’on peut supposer vu le corollaire de la Proposition 1. On
suppose g5 défini pour tout A € A sur un disque A. On a argL_ = arg L, +1/2¢
(lautre cas s’en déduit en transformant tout la situation par z — Zz). Soit

©={ze A~{0}|argz € (arg Ly — 1/4q,arg Ly + 3/4¢)}.

Le changement de variables z +— Z induit un isomorphisme de © sur un ouvert €2
comme dans le §6, et g7 devient une fonction G* : Q — C qui satisfait aux conditions
de ce paragraphe, si on rétrécit A suffisamment, avec Uy = 1/p()\)?%.

Si A+ p(\)—e%™/9 aen 0 un zéro de multiplicité v, il en est de méme de \ +— Uy, et
si N est assez grand, on peut trouver v compacts disjoints o1, ..., 0, tels que A — Uy
induise pour chaque i € {1,...,r} un homéomorphisme de o; sur Xy.

Aux compacts Q_ et Q4 de I'énoncé du théoréme correspondent des compacts Q_
et Q4 dans le plan des Z. Fixons ¢ € {1,...,v}. Si N assez grand, quand A parcourt
doi, GN'(Q_) et G;NN(QJr) valsent 1 tour, d’apres la proposition 5 ; donc gi\ﬂq(Q,)
et g;N”q(QJr) valsent 1 tour d’apres la remarque 3 du §4, et il existe un A € o; tel
que :

gV (s (V) = g3 (54 (V). Cofd.

8. Compléments

La démonstration du §7 donne les compléments suivants :
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Complément 1 au Théoréme 1. — Soit v la multiplicité de O comme solution de p(\) =
e2im2/9 Dans les conditions du théoréme 1, il existe au moins v valeurs distinctes de A

telles que : g 4(s—(\)) = s+(N).

Complément 2. — Les valeurs An1,..., AN, tendent vers 0 quand N — oo, unifor-
mément si on varie sy et s_.

Cela résulte de I'inégalité |Uy, .| < 8/N que l'on a puisque Uy, , € Y.

Complément3. — On a|argUx,, —e1| < {5 siargL_ = arg L, +¢/2q, ¢ = £1 (les
arquments sont comptés en tours).

Cela résulte de Uy, € Sy. En fait, on voit facilement que |argUy,, — 1| — 0
quand N — oo.

Nous avons donné dans l'introduction un premier complément au Corollaire 1 du
Théoreme 1. En voici un autre, qui se déduit du Complément 1 au Théoreme 1.

Si g # 1, ay est un point périodique simple de période k, pour ¢ voisin de ¢g, il y a
un point périodique a(c) de f. de période k, qui dépend analytiquement de ¢, on pose
p(c) sa valeur propre et v I'ordre de ¢y comme solution de p(c) = e?7/4, Si ¢ = 1,
le point a; est double comme point périodique de période k, pour ¢ voisin de cg, il a
deux points a(c) et B(c) périodiques de période k voisins de aq, et on définit v par

(a(c) = B(e))? ~ alc — co)”, a # 0.

Complément 2 au Corollaire 1 du Théoréme 1. — Dans les conditions du Corollaire 1
du Théoréeme 1, il y a au moins v wvaleurs distinctes de ¢ dans W telles que

f*a(2(c)) = y(o).

Démonstration. — Dans le cas g # 1, cela résulte immédiatement du Complément 1
au Théoreme 1.

Dans le cas ¢ = 1, on fait le changement de parametre ¢y = ¢o + A2, ce qui permet
de choisir une détermination analytique pour A — a()\). L’application A — p(A) — 1
a en 0 un zéro d’ordre v. Pour N assez grand, on trouve au moins v valeurs de A
telles que finq(a:(A)) = y(\) en considérant que arg L_ = arg L4 + 1/2, et v autres
valeurs en considérant que arg L_ = arg Ly — 1/2, soit 2v en tout. A ces 2v valeurs
de A correspondent v valeurs distinctes de c. Cqfd.
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EXPOSE XII

ARRIVER A BON PORT

1. Introduction

Cet exposé fait suite a XI « Un tour de valse ».
Soit cg € M tel que le polynéme f., : 2z — 22 + ¢o admette un cycle indifférent
rationnel {ay,..., .} de valeur propre p = €*7™/4. On suppose que la composante

connexe U; de K., qui contient ¢ est attirée par a; et on note P; le pétale de oy
contenu dans U;. Soit § argument d’un rayon externe de K, qui aboutit en o; par un
interpétale adjacent & P. On a nécessairement 2870 = @ (IX, I1.2, Proposition 5, a)).

Pour ¢ € C, notons G, la fonction potentiel C \ K, — R (prolongée a Cpar0
sur K.), et notons Gys la fonction potentiel de M, définie par Gy (c) = G.(c

Choisissons A, ng, r* et définissons z(c) comme en XI §2. Posons I = [5,s*, s ]
ot s* = log r*. Pour s € I* et c tel que G.(0), définissons y(c, s) par argy (y(c,s)) =
Ge(y(e, s)) = s. Soit W un disque centré en cq tel que, pour ¢ € W, on ait z(c) € A,
Ge(0) < 5t75™ et (Vs € I*) y(c,s) € A. Définissons v comme pour le Complément 2
du Corollaire 1 du Théoreme 1 de XI, §8.

Dans l'exposé précédent, nous avons défini un Ny € N et construit, pour tout
N > Ny et tout s € I'*, v valeurs distinctes de ¢ dans W telles que :

).
L
2kq

(2) f*(a(e) = yle,s)

Plus précisément, la condition |argU — 5i| < 1/12 (¢f. XI, Complément 3 au Théo-
réme 1) définit v secteurs S, ..., .S, dans W. Dans chacun d’eux, on trouve une valeur
de ¢ vérifiant (2).

Ayant choisi un de ces secteurs .S, notons ¢; la valeur de ¢ trouvée dans S vérifiant
(2) et s tels que t = tny,s = s/2 (no+N)ka - Ceci permet de définir ¢; pour 0 < t <
t* = s* /2(n0+tN)ka (Remarquons que si t =ty s /2ka = tN 41,6+, la condition (2) pour
(N, s*/2k1) entraine (2) pour (N + 1,s*).) D’apres le Complément 2 au Théoréme 1
de XI, ¢; — ¢g quand t — 0.
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Pour tout polynéme f : C — C, et pour tout = et y € C, nous écrirons = ~y y si

(3n) f*(x) = f"(y). Nous préciserons x ~f,, y si f"(x) = f"(y).
Pour ¢ € C \ M, définissons w(c) € C \ K, par :

Ge(w(e))  =Ge(o)
{

argy (w(c)) = 0.

Pour ¢ = ¢;, on a ¢ ~¢_ w(c). En effet, les points fc("OJrN)kq(c) et fc("°+N)kq(w(c))
ont méme potentiel 2<”0+N>kqgc(c) et méme argument externe 6 par rapport a K,
donc sont égaux.

Dans cet exposé, nous allons démontrer :

Théoréme 1. — Pour ¢ = ¢, avec t € |0,t*] assez voisin de 0, on a :
w(c) =c.
Tirons tout de suite des conséquences :

Corollaire 1. — Pour ¢ = ¢, avec t > 0 assez voisin de 0, on a : ¢ € C~ M,
arg,;(c) =0 et Gp(c) =t.

Corollaire2. — Ona : v =1.

Sinon, il y aurait plusieurs points de C~\ M ayant méme potentiel et méme argument
externe par rapport a M.

Corollaire 3. — Le rayon externe R(M,0) aboutit en co

C’est le Théoreme A annoncé en XI.

Donnons le plan de la démonstration du Théoreme 1. Comme dans XI pour la
démonstration du Complément 2 au Corollaire 1 du Théoréme 1, on pose ¢(\) =
co+Asiqg#1etce())=co+ A siqg=1,cequi permet de définir a(\) dépendant
analytiquement de A quand A\ parcourt un disque A centré en 0. On suppose que
A€ A= ¢(\) € W. Au secteur S C W correspond un secteur S C A.

Nous allons construire pour chaque ¢ € S un point W(c) tel que wW(c) ~y, c. Puis
nous montrerons d’une part que w(c;) = &(c;) pour t > 0 assez voisin de 0, d’autre
part que w(c) = ¢ pour ¢ € S assez voisin de cy.

Aveux

(1) Pour les besoins de la démonstration, nous utiliserons non seulement le Théo-
reme 1 de XI, son Corollaire et leurs compléments, mais aussi les inégalités de XI
§6-7, qui ont servi dans la construction de c¢;.

(2) On se permettra éventuellement d’augmenter ng et de diminuer r* (et donc s*),
ce qui aura pour effet de rétrécir W, d’augmenter Ny et de diminuer ¢*.
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2. Définition de w(c, )

_ fc(ng—i-n)kq(c) _

Soient W et ng comme au §1. Pour ¢ € W, on pose z,(c)
fr*a(z(c)), et on note C(c) I'ensemble des fi(c) pour 0 < i < ngkgq. Soit v : I =
[0,1] — C un chemin de z1(c) & zo(c) tel que v(I) N C(c) = @. Il existe alors un
chemin unique 5 : [0,n9 + 1] — C prolongeant v et tel que ¥(t + 1) € f.k1(5(¢))
pour ¢t € [0,n0]. On peut en effet définir 7| j11) par récurrence sur j, la condition
v(I) NC(c) = @ assurant que Y([j — 1,/ + 1]) ne contient pas de valeur critique de
fka pour j < ng. On pose alors w(e,v) = F(ng + 1). On a w(e,y) ~f. nokq ¢- En effet,
froka(w(e,v)) = x(c) = frokd(c). Si v est homotope & 4/ parmi les chemins de z1(c)
a zo(c) évitant C(c), on a w(c,v') = w(e, 7).

3. Le cylindre de Fatou-Ecalle

On se place dans les conditions du §7 de XI : le changement de variable z — Z
définit un isomorphisme d’un secteur O de A sur Q = C \ (Dr U —iRy), et, & g
déduit de ff(q)\) par le changement de variable z +— (, correspond pour la variable Z
une application G : Q@ — C de la forme Gy = Hy +ny, o0 Hx(Z) = (1+Uy) - Z -1
et (VZ € Q) |na(Z)] < a/100. On note Ay le points fixe de Hy, soit Ay = 1/U,.
On suppose R > 1, et on note A un disque tel que, pour A € A, on ait ¢(A) € W et
|Ax| > 4R. L’application G\ possede un point fixe A} tel que |4} — Ax| < |AA|/100.
Parfois nous écrirons A pour Ay, etc.

Lemmel. — POUT‘ZEQ, on a .
_ /
Gz)-A | _ 1t

] < .
BTz — A S 104
Démonstration
a) Casou |Z — A| > |A]/2. On a :
H(Z)- A  H(Z)- A H(Z)— A
e Tz —a) =18 z—ay A
_/A' dt dt
Ja t—H(Z) t-Z
_ /A’ vz-4
A t—HQZ)t-2)
d’ott
H(Z)— A Z—A 1
log ———22 — 2 | <A — Al-|U|-
CTrmz-a)| <! N ‘t—Z‘|t—H(Z)|
1Al 1 1 1
e I
100 [A] 0,24]A] = 20]4]
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D’autre part,
_ A
— A
d’ou 'inégalité dans ce cas.

b) Cas ol |Z — A| < |A|/2. Sur le disque D = D 4| 4)/2, on a |n'| < (2/100) - 1/]A],
car tout point de ce disque est centre d’un disque de rayon |A|/4 contenu dans 2, sur
lequel 7 est majoré par /100 < 1/200. Pour Z € D, on a :

1

Z
(©2) - 2) - 40z - 20| =| [ v a < o

d’ou 'inégalité dans ce cas aussi. Cqfd.

[n(2) _ 00 _ 1
S THZ) - AT=T(Z)] S 0,24[4] S 20[A]

a(2)
tos ‘ H(Z)

Z - A

)

On suppose maintenant A tel que |argA) — 1/4] < 1/12, ce qui entraine
arg(l +Uy) < —1/2A,. On définit un ouvert Q) C Q de la facon suivante : Si V
désigne le plus grand secteur angulaire ouvert de sommet A} ne rencontrant pas D,
Vouvert €2 est 'ensemble des Z € V tels que [4}, Z] N —iR; = @.

Notons E le quotient de Q) par la relation d’équivalence identifiant Z & G»(Z) si
le segment [Z, GA(Z)] est contenu dans €2}.

Proposition 2 et Définition. — L’espace E) est une surface de Riemann isomorphe a
C/Z, qu’on appellera le cylindre de Fatou-Ecalle de G y.

Démonstration. — Par le changement de variable Z +— log(Z — A)) (on choisit une
détermination sur ), I'ouvert € devient une bande € limitée par des courbes
faisant avec I’horizontale un angle borné par % tour = 30° (V). L’application G donne

-— v

7
Q5

—

M En fait, 'une de ces deux courbes est une horizontale.
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une application G : §~2’>\ — C telle que éA(x +iy) = 21 +iy1 avec y; —y < —0,45|U|
et |z1 —z| < |y1 —y| < 1/2. Comme la bande Q) a partout une largeur > T,
E\ =Q, /Gy ~ Q,/Gy est isomorphe & un cylindre. Cqfd.

Remarque. — Soit ©) l'ouvert de ©, correspondant & Q) par z — Z. Le quotient

L/ FEa ot ¢ = ¢()\), s'identifie & Ey = Q) /G, nous dirons que c’est le cylindre de
Fatou-Ecalle de f* dans le secteur ©,. L’application f*? a donc ¢ cylindres de Fatou-
Ecalle relatifs au point a(X). Celui qui nous intéresse est celui du secteur contenant
laxe de P; et le bout de R(K,,,0).

4. Définition de w(c)

Soient A € S et ¢ = ¢(\) € S. Notons Ey = "/ fF4 le cylindre de Fatou-Ecalle
de f*, x : ©) — E, l'application canonique et & = x(xo())). Un chemin v de x1())
a xo(A) dans ©), donne un lacet x oy dans E, basé en £. Par abus, nous dirons que
c’est un lacet injectif ’il définit une application injective T =1, — E}.

Proposition 3 et Définition

a) Il existe un chemin v de z1(\) d xo(\) dans ©) donnant un lacet injectif
dans E.

b) Deuz tels chemins (v et ~') sont homotopes parmi les chemins évitant C(c), et
on a w(c,v) =w(c,).

On note w(c) le point w(c,~y) pour vy un chemin quelconque de x1(\) a xo(\) don-
nant un lacet injectif dans E).

Démonstration. — Si on a pris no assez grand et A assez petit, on a C(¢c) N O, C
{fm*a(c)},cn,, done x(2) = € pour tout z € C(c) N O}. N
Passons dans la coordonnée log(Z — A’) de sorte que ©' devient .

a) Le chemin affine répond & la question.

b) Les lacets n = x(7) et n" = x(7') sont homotopes parmi les lacets injectifs basés
en &, puisque E) est un cylindre. L’ouvert Q' se plonge dans le revétement universel
E de E'; notons m la projection E — E. On obtient en relevant une homotopie de
a parmi les chemins de 1 a xo dans E évitant 7 He) N {x1, 20}, et en partlcuher
I'image CdeCNO par l'identification Q' ~ C contenant les images de v et 7. On
obtient donc une homotopie de v & v’ dans Q' \.C ¢’est-a-dire dans ©’ ~.C. Ceci établit
la premiére assertion de b). La seconde en résulte. Cqfd.

5. Cas de ¢;
Pour tout ¢ € ]0,¢*], considérons le point ¢; défini au §1.

Proposition 4. — Pourt > 0, on a w(c) = w(cy).
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Posons Cj(c) = {2 (¢) Jo<m< (no+j)kq- Si 7 est un chemin de x;(c) a 2;_1(c) évitant
C;_1, il existe un chemin 7 : [0, ng + j] — C unique prolongeant -y et tel que y(t+1) €
f7*HF(t)) pour t € [0,n9 + 7 — 1]. On pose alors &(c,y) = Y(ng + j), et on a
5(e,7) ~p, o

Lemme 2. — Soit ¢ = ¢(\) € S. Soit n tel que z;(c) € O pour 0 < j < n, et soit y
un chemin de x,(c) @ xn—1(c) dans O donnant un lacet injectif dans Ex. On a :
8) ()N Cu1(0) = 2 ;
b) w(c,y) = wlc).

Démonstration
a) OnaC,_1NO =CNO" U{xg,...,Tn_2}, et a) en résulte.
b) Pour j = 1,...,n, notons 'y;- le chemin de z; & x;_1 qui devient affine dans la

coordonnée log(Z — A’). Le chemin ~} donne un chemin injectif dans F, ainsi que
fha (75_1) si 7 > 2. La méme démonstration que pour la partie b) de la Proposition 3
montre que :

w(e,7) = wle) = wle, fH(m-1)) = - = wle, 1) = (o). Cafd.
Soient ¢ = ¢(A), ¢ € S et s € I* (c¢f §1). Définissons le chemin v, s par
argr Ver,s(f) = 0 et Ge(ve,r,s(t)) = 2745, Ce chemin parametre R(K., ) de y(c, s)
& un point y1 (¢, s) = y(c, s/2%) € FF(y(c, s)).
Si on a choisi r* assez voisin de 1 et W, donc S et A assez petits, 'image de ve, s
est contenue dans ) pour tout s € I* et tout A € A.

Lemme 3. — Si v, r,s est un chemin dans O, il définit un lacet injectif dans E.

Démonstration. — Sinon on pourrait trouver un couple (¢,t') € I?, autre que (1,0),
et un i > 1 tel que vers(t) = [ (re,r,5(t)), ot Glye,r,s(t)) = 267 (7e,R,5(1)),
ce qui est en contradiction avec la définition de 7. s. Cqfd.
Démonstration de la Proposition. — Pour ¢ = ¢, t = tns, on a w(c) = w(c,Ver,s)
en vertu des définitions. On a w(c,ve,r,s) = W(c) en vertu des lemmes 2 et 3, d’olt
w(e) = w(c). Cqfd.

6. Définition de w(cp)

Notons €2 le plus grand ouvert qui soit contenu dans Q, pour tout A € S. L’ouvert
Q) est délimité par 4 demi-droites, et a 2 composantes connexes Qg™ et Q) :

Un secteur © ayant été choisi, a fckoq correspond une application Gg : 2 — C de la
forme Z — Z — 1+, ||n|| < a/100. Les quotients Ef = Q4" /Go et E; = Qf /Go
sont isomorphes a des cylindres. Ce sont les deux cylindres de Fatou-FEcalle de Gy. En
changeant le choix du secteur O, on obtient ainsi 2¢ cylindres attachés au point ;.
Celui qui nous intéresse est le cylindre E, correspondant au secteur © contenant
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I’axe du pétale P; au voisinage de a;. Nous supposons que c’est un choix qu’on a fait
pour ©. Notons O}~ I'image réciproque de €~ dans © par z — Z. Si on a choisi ng
assez grand, on a z,(co) € ©f pour tout n > 0, et il existe un chemin ~ de z1(co)
a zo(co) dans ©)~ donnant un lacet injectif dans E; . Ceci permet de définir & (co)
(on voit comme dans la Proposition 3 que le résultat ne dépend pas du choix de 7).

On a bien siir &(co) ~ fop mokq CO- Cqfd.
Proposition 5. — Le point W(c) tend vers w(co) quand ¢ — co dans S.
Démonstration. — Soit ¢ un chemin de z1(cp) & zo(cp) donnant un lacet injectif

— par exemple le chemin affine dans la coordonnée Z. Pour A voisin de 0, on a un
chemin ) voisin de vp de x1(c(N\)) & zo(c(N\)) donnant un lacet injectif — par exemple
encore le chemin affine, dans la coordonnée Z, ou dans la coordonnée log(Z — A’). En
relevant ng fois, on obtient & (c) voisin de w(co). Cqfd.

7. Identification de W(co)

Proposition 6. — On a : W(cy) = co.

Démonstration. — Soit U; la composante connexe de IO( ¢, contenant le pétale P;.
On a ©) C Py, ou du moins f&kq(@{)_) C Py, pour n assez grand, donc O~ C Uj.
D’autre part, pour tout z € Uy, la suite fg)kq(z) — «; tangentiellement a ’axe de P;
(IX, Propositions 3 et 2) ; donc (3n) f1F4(z) € Of. Par suite, E;, = 0/ 1 est aussi
Ui/ fc’f)kq. Ceci donne une définition de E_ indépendante de tout choix, ne dépendant
en fait que de la dynamique sur Uj.

L’application f*9 : U; — U; est holomorphe propre de degré 2. Elle a un point cri-
tique u, I'unique point de fc_o(kq_l) (0)NU4, et pour valeur critique ¢g. Soit ¢ : Uy — D
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l'isomorphisme tel que p(u) = 0 et p(co) €10,1[; on a :

& 1 3224+ 1 .
pofflop ™ =h:z+— gy (IX, Corollaire 1 de la Prop.4).
z
Notons E; le cylindre de Fatou-Ecalle de h au point 1, relatif & un secteur centré
sur l'axe dirigé vers R_. On a de méme E, = D/h, et ¢ donne par passage au

quotient un isomorphisme ® : E — Ej. Posons x,(h) = h™*"(1/3) = p(zn(co)).
On peut définir &(h) de la fagcon suivante : On prend un chemin v de x;(h) & xo(h)
qui donne un lacet injectif dans E~(h), on le prolonge a [0,n¢ + 1] en un lacet 7 tel
que ¥(t+1) € h=1(y(t)) pour t € [0, no], et on pose w(h) = F(ng+1). On a clairement
W(h) ~hng 1/3 et p(d(cp)) = W(h). La proposition 6 résulte alors du lemme suivant :

Lemme. — On a : d(h) =1/3.

Démonstration. — On a h™(1/3) € ]0, 1] pour tout n > 0; on peut prendre pour 7 le
chemin affine de 1 (h) & zo(h). Alors, v est un chemin injectif d’image contenue dans
10,1 et ¥(no + 1) = 1/3. Cqfd.

Ceci acheve la démonstration de la Proposition 6. Cqfd.

8. Démonstration du Théoréme 1
La proposition 6 admet le corollaire suivant :
Corollaire. — Pour c € S assez voisin de cg, on a W(c) = c.

Démonstration. — Il y a 2™k points distincts v;(co), i = 1,...,2"% tels que
vi(co) ~f.,.nokq Co- En effet, froka(cy) nest pas une valeur critique de fIo%, car
ces valeurs critiques sont les f'(co) pour 0 < m < nokq — 1, et que co n'est pas
prépériodique. On peut supposer v1(co) = co. Soient V;, i = 1,...,2"0*% des voisinages
2 a 2 disjoints des v;(cp). Pour ¢ assez voisin de ¢, il y a dans chaque V; un v;(c)
unique tel que v;(c) ~f, nokq ¢ €t v1(c) = c. Pour ¢ assez voisin de ¢, on a w(c) € V;
(Proposition 5) ; donc w(c) = vi(c) = c. Cqfd.

Le Théoreme 1 résulte de ce corollaire et de la Proposition 4.
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EXPOSE XIII

ABOUTISSEMENT DES RAYONS EXTERNES DE M
D’ARGUMENT RATIONNEL

1. Résultats

Théoréme 1. — Soit § € Q/Z. Alors, le rayon externe R(M,0) aboutit en un point
c € M qui est soit une racine de composante hyperbolique, soit un point de Misurewicz.

[e]
Commentaire. — Les racines des composantes hyperboliques de M sont les ¢ tels que
fe: 2+ 22+ ¢ admette un cycle indifférent rationnel. Les points de Misurewicz sont
les ¢ tels que 0 soit strictement prépériodique pour f.;

Compléments
1) Si6 est a dénominateur impair, c est une racine d’une composante hyperbolique.

Le point ¢ appartient a une composante U; de IO( ¢ qui est attirée par un point o;. Il 'y
a 2 rayons externes de K, aboutissant en «; dans un interpétale adjacent & Uy (sauf
si @ =0, dolu ¢ =1/4, 1 seul rayon), et 0 est 'argument de 'un d’eux.

2) Si 0 est a dénominateur pair, ¢ est un point de Misurewicz, et 0 est l'un des
arguments externes de ¢ dans K..

Dans cet exposé, nous démontrerons le théoréme 1. (Le complément 1 sera démontré
a l’exposé suivant). Nous montrerons que, si ¢ est un point de Misurewicz, alors 0 est un
argument externe ¢ dans K., ce qui est une partie du complément 2. Le complément 2
sera démontré dans I’exposé « Une propriété de continuité ». Le théoreme 1 avec ses
compléments est une réciproque au théoreme A de XI et au théoréme 2 de VIII.

2. Points d’accumulation de R(M,0)

Lemme 1. — Soit 0 € Q/Z et soit co un point d’accumulation de R(M,0). Alors, ou
bien f., a un cycle indifférent rationnel, ou bien co est un point de Misurewicz.
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Démonstration. — Mettons @ sous la forme p/2¢(2% — 1), avec £ et k minimaux, et
posons ¢ = 2°9. D’apres VIII, II, proposition 2, le rayon R(K,,,6) aboutit en un
point a prépériodique, R(K,,,0') aboutit en af = f£ (ap), qui est périodique de
période k' divisant k, répulsif ou indifférent rationnel. Si a, est périodique indifférent
rationnel, on a gagné. Dans la suite, nous le supposerons répulsif. On peut donc
appliquer la proposition 3 de VIII, II. En vertu de cette proposition, on peut trouver
un voisinage W de ¢y dans M, une application analytique ¢ — o/(c) de W dans C
telle que f.(d/(c)) = &/(c) et &'(co) = @), et une application continue (¢, s) — e 0 (s)
de W x R, dans C telle que 1 g/ (0) = a/(c) et ¢ (s) = @5 (e5H2im0").

Soit ¢, une suite de points de R(M,0) tendant vers cg, et posons s, = Gas(cn)
(potentiel). On a s, — 0, et e, 9 (2°n) = fL (cn), Aol f£ (co) = 1eo,00(0) = .
Comme «f, est périodique et appartient & 0K, le point ¢g est un point de Misurewicz.

Cqfd.

Complément 1. — Si ¢y est un point de Misurewicz, 0 est un argument externe de cg
dans K, .

Démonstration. — Gardons les notations de la démonstration précédente. Montrons
d’abord que f! (o) # 0 pour tout i > 0 (¢f. VIIL II, prop. 3). Si on avait f (ag) =0,
on aurait the, 2i+19(0) = fitt(an) = co. O Yey 2i+19(27 sn) = fit1(cp) tend vers
1(co). Mais ¢y n’a pas de point critique de fe, dans son orbite directe, donc on peut
appliquer VIII, II, proposition 3, qui donne 9., 2i+19(2""s,,) — co, d’ott fiF(co) = co.
Comme 0 est le seul point dans f'(co), on en déduit que fZ(0) =0, ce qui est en
contradiction avec le fait que ¢y est un point de Misurewicz.
On peut maintenant appliquer VIII, II, proposition 3, & ag = ¢,,0(0). On a
Ve, .0(Sn) = cn, d’olt en passant & la limite ¢, 9(0) = co et co = . Caqfd.

Complément 2. — Si ¢y n’est pas un point de Misurewicz, ffg (ag) est un point pério-
dique indifférent rationnel.

3. Démonstration du Théoréme 1

L’ensemble des points d’accumulation de R(M, €) est un compact connexe. D’apres
le lemme 1, il est contenu dans la réunion de ’ensemble des points de Misurewicz,
qui est dénombrable, et de ’ensemble des c tels que f. admette un cycle indifférent
rationnel, qui 'est aussi.

Mais, tout compact connexe dénombrable est réduit a un point. Il y a donc un seul
point d’accumulation ¢, et comme tout se passe dans un compact, R(M, ) aboutit
en c. Cqfd.

Nous avons démontré le théoreme 1 et la partie anoncée de son complément 2.
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COMPOSANTES HYPERBOLIQUES

1. Composantes hyperboliques

Notons X} I’ensemble des couples (c, 2) tels que f¥(2) = z, 7 la projection (c, z) — ¢
de X, sur C, et py ou simplement p la fonction (c, z) — (f¥)/(2) sur Xj. L’ensemble X,
est une courbe algébrique sur C et 7 : X — C est propre de degré 2¥. En vertu du
théoreme des fonctions implicites, en tout point de X ou pi # 1, la courbe X}, est
lisse et 7 est un isomorphisme local.

Notons Ay, 'ensemble des (¢, z) € Xy, tels que |p(c, z)| < 1. Comme p : X — C
est analytique, elle est ouverte (méme si X a des points singuliers). Par suite A =
pr '(D), 0A, = p;*(S') et I'ensemble des (c,z) tels que z soit un point périodique
indifférent rationnel de f. est dense dans 0Aj. L’ensemble A est un ensemble R-
algébrique, de dimension 1 sur R, et ses seules singularités, en dehors des points
singuliers de X, sont de la forme (intersection de v branches lisses), aux points

singuliers de py.

Posons M;, = m(Ay). C’est un ouvert de C, et I'ensemble des ¢ € M, tels que f.
ait un cycle indifférent rationnel de période divisant k est dense dans OMj . Or ces
points appartiennent & M (on sait méme qu'ils sont le point d’aboutissement d’un
rayon externe de M). Par suite M, C OM, et tout composante connexe de M, est
une composante connexe de ]\04 .

L’ensemble M’ = |J, M}, est 'ensemble des ¢ tels que f. ait un cycle attractif.

(o)
Chaque composante connexe de M’ est une composante connexe de M. Les compo-
o

santes connexes de M ainsi obtenues sont les composantes hyperboliques. La question
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de savoir s’il y a des composantes non-hyperboliques (composantes farfelues) est ou-
verte. Pour ¢ € M’, il y a un seul cycle attractif, et la période de ce cycle reste
constante sur chaque composante connexe de M’.

Si W est une composante connexe de M’, W est simplement connexe, puisque c’est

une composante connexe de ]\O/[ , OW est une réunion d’arcs de courbes algébriques,
donc est localement connexe, donc W est homéomorphe & D. Soit k la période de W,
et soit W’ une composante connexe de Ay au-dessus de W, on définit py : W — D
par pw(c) = pr(c, z) pour (¢,2) € W' (indépendant du choix de W’). L’application
7 induit un homéomorphisme de W sur W, donc pw se prolonge en une application
continue (encore notée py ) de W dans D avec py (OW) C S'. L’application holo-
morphe pw : W — D est propre. Tout point ¢ € W (resp. ¢ € W) tel que pw(c) =0
(resp. pw(c) = 1) est appelé un centre (resp. une racine) de W. Nous verrons que
pw : W — D est un homéomorphisme. Il en résultera que W a 1 centre et 1 racine.

2. Déformation d’un cycle indifférent rationnel, cas ¢ # 1

Soit ¢y € M tel que f., admette un point périodique a(cg) de période k, de valeur
propre py = e*7™P/4 avec pged(p,q) = 1, ¢ # 1, et donc py # 1. Posons K = kq.
La courbe algébrique X}, est au voisinage de (co, a(cp)) le graphe d’une application
holomorphe ¢ — «(c). La fonction holomorphe ¢ — pi(c, a(c)) a en ¢o une dérivée
# 0 : cela résulte de XII, Corollaire 2 du Théoréeme 1.

Proposition 1. — Awu wvoisinage de co, Uouvert Mj, est limité par un arc de courbe R-
analytique.
Démonstration. — f., n’admet pas d’autre cycle indifférent que celui de a(cp). On a

en effet construit en X un fermé B attiré par ce cycle et r sur C \. B, une métrique
pour laquelle f., est strictement expansif. Par suite, X}, induit un revétement trivial
de degré 2¥ d’un voisinage W de cg. Parmi les 2% feuillets, k contiennent un point
du cycle de a(cp), et F : (¢,2) — (¢, fo(2)) échange ces feuillets; sur les autres on a
|p] > 1 si on a choisi W assez petit. On a donc M; N W = (A, N W') ot W’ est le
feuillet contenant a(co). Cqfd.

Proposition 2. — Au voisinage de (co, a(co)), on ¢ Xx = Xi U XY, ot

a) X NX5 ={co},

b) X est lisse en (co,a(co)) a tangente verticale,

c) 7k : X — C a pour degré local g en ce point.

d) pr : X — C a aussi pour degré local g en (co,a(co)).

e) Au voisinage de co, My = M; UM}, ot My, est lensemble des c tels que f. a
un cycle attractif de période exactement K. Ces deux ouverts sont limités chacun par
un arc de courbe R-analytique.

f) Ces deux arcs se rencontrent en co seul.
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Démonstration. — Soit ¢ une coordonnée satisfaisant aux conditions de XI, Prop.1 :
l'expression g. de f* dans cette coordonnée est de la forme

ge : ¢ — ple,a(e))C + B(e) T+

et fk4 devient g2 : ¢ — (1 + u(c))¢ — b(c)CITt + -+ avec u(cy) = 0 et b(cg) # O.
L’équation de X est

92(0) = ¢ = ¢(ule) = ()¢t +---) = 0,

Cet ensemble est réunion de Xj d’équation ¢ = 0 et de X d’équation u(c) =
b(c)¢?+ -+ Comme ¢ — u(c) a un zéro simple en ¢o (XII Cor. 2 du Th. 1), X},
est lisse.

Comme b(cg) # 0, on a la partie ¢). Pour (¢, z) € X, on a pi(c,z) = (¢2)'(¢) =
14+u(e) — (¢g+1)b(c)¢?+ - - -, d’ou la partie d). La fonction px prend la méme valeur
aux ¢ points de X% au-dessus d'un point ¢ voisin de ¢g. Par suite, pi : X}y — C
se factorise en p” o 7 ol p” est holomorphe sur un voisinage W de ¢y. Pour ¢ € W,
onacée My < |plc,a(c))] < 1oul|p’(c)] <1, 2K — (¢ + 1)k autres feuillets
donnant de toute fagon des points périodiques répulsifs, du moins si on a pris W assez
petit. Puisque w et p ont méme degré local, p” a une dérivée non nulle en c¢g. Ceci
donne e). La partie f) vient du Cor. 3 du Th. 1 de XII, qui donne 2 rayons externes
de M aboutissant en ¢, 'un dans le secteur des Imwu > 0, 'autre dans celui des
Imwu < 0. Cqfd.

Remarque

1) On verra dans l'exposé XV qu’on a la situation suivante :
2) On peut également déduire e) de IX III Prop. 6.

3. Casg=1

Soit ¢g € M tel que f., admette un point périodique o de période k, de valeur
propre po = 1. Alors ay est un point fixe double de fck0 IX, III, Prop. 6.

Proposition 3

a) Xy est lisse en (co, ), @ tangente verticale.

b) m: Xy — C est de degré 2 en ce point.

¢) p : X — C a une dérivée # 0 en ce point.

d) Au voisinage de cqo, Uouvert Mj, est limité par un arc R-analytiqgue ayant en co
un point de rebroussement.

Démonstration. — La partie a) résulte du Cor. 2 du Th. 1 de XII. La partie b) du
fait que la multiplicité de oy comme point fixe de fc”“0 est 2. La partie c) vient avec a).
Dans X, Pouvert Ay est limité au voisinage de (cg, ap) par une courbe R-analytique
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R(M, 0)

R(M,0")

FIGURE 1. Les ensembles Mj, et M.

lisse. Comme ¢y € OM], puisque c’est I'aboutissement d’un rayon externe de M, et
comme 7 : Ay, — M|, est injective au voisinage de (co, o), on en déduit d). Cqfd.

4. Arbre de Hubbard en une racine

Soit ¢y € M tel que f., admette un point périodique a(cgy) de période k, de valeur
propre po = €*7™/4 avec pged(p, q) = 1; on notera K = kq.

On va définir comme on l’avait fait dans 1’exposé IV (premiere partie de ce cours)
un arbre associé a cg.

o
Choisissons tout d’abord un systéme de centres pour les composantes de K, ;
o
si Up,...,Ux—1 est le cycle périodique de composantes de K.,, indexées par
{0,1,..., K — 1}, avec 0 € Uy, on prendra fZO(O) pour centre de U; (0 < ¢ < K);
pour les autres composantes V', on prend un systéme de centres de sorte que le centre
de f., (V) soit 'image par f., du centre de V. On posera Ux = Uj.

Définition. — Awec ces conventions, larbre de Hubbard H,, est l’enveloppe réglemen-
taire des fZ (0) (0 <i < K).

Remarque. — Si on ignore le théoreme de non-errance de Sullivan, le systeme de

centres choisi ci-dessus n’est a priori pas unique. Cependant la structure combinatoire
(classe d’isotopie d'un arbre dans C) est définie sans ambiguité.
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Proposition 4. — Si K # 1, H., contient le cycle indifférent rationnel, et est stable
par fe,.

Démonstration. — L’image par f., de 'arc réglementaire I de fZ (0) & f2 (0) (avec
0<i<Ket0<j<K)est,lorsque0 ¢ I, Parc réglementaire de fZ11(0) & f711(0) et,
lorsque 0 € T, la réunion de I'arc réglementaire de f&F!(0) & ¢o et de I'arc réglementaire
de fIF1(0) & co. Si I” est 'arc réglementaire de 0 & fX(0) et G = HUTI", on a donc
feo (H) C G. On peut alors réappliquer le raisonnement de la proposition 4 de IV pour
voir que (si K # 1) v(1) < --- < v(K —1) (v(i) est le nombre de brins de H en f¢ (0),
0 < ¢ < K) (on n’obtient par contre pas pour l'instant v(K — 1) < v(K)); un arbre &
plus d’un sommet ayant au moins deux sommets pendants, v(1) = 1, donc H N U
est un singleton {a1}. G ne rencontre aucun des OU; (0 < i < K) donc f.,(H) C G
implique fe,(H NOU;) C HN Ui (0 <i < K), et done f5 (o) = a1. ay est donc
un point du cycle indifférent rationnel de f.,, qui est inclus dans H. En particulier
Parc de 0 & ag, point du cycle indifférent rationnel situé sur OUy, est dans H. Mais

on sait (¢f. IX, II, corollaire de la proposition 4) que la dynamique de fcf(f sur Uy est
2

analytiquement conjuguée a celle de z — —; n sur D, donc fX(0) est sur I'arc
22+ z

de 0 & ag, dou IV C H et f.,(H) C H. Cqfd.

On pourra des lors appliquer les résultats des exposés IV et VII a c¢g.

5. Racines des composantes hyperboliques ; multiplicité

Soit ¢cg € M tel que f., ait un cycle indifférent d’ordre k, de valeur propre e2*?/4
avec pged(p, q) = 1, et posons K = kq.

Proposition 5

a) Il existe une unique composante hyperbolique W de M tel que co soit une racine
de W. C’est une composante de période K.
b) Si co # 1/4, le point ¢y a au moins 2 arguments externes dans M, de la forme

p/(2% —1).

Démonstration. — La partie a) résulte des propositions 2 et 3.

b) cas ¢ # 1 : solent Uy la composante connexe de IO( o contenant cg, o le point
du cycle indifférent de f., attirant U;. Il y a ¢ pétales, donc ¢ interpétales en «q, et 2
de ces interpétales sont adjacents a U;. Dans chacun d’eux arrive au moins un rayon
externe de K., d’argument de la forme p/(2% — 1) et les rayons externes de M de
méme argument aboutissent en ¢¢ (XII Cor. 2 du Th. 1).

b) cas ¢ =1 : il n’y a qu’un pétale en «y, donc 1 seul interpétale. Cependant il y
a au moins 2 rayons externes de K., aboutissant en «; : en effet o est sur H,, sans
en étre un sommet pendant, donc il y a au moins deux acces a a; sur H, et donc,
par le corollaire 1 de ’exposé VII, deux rayons externes de K., aboutissent en o;.
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Ces rayons externes ont des arguments de la forme p/(2% — 1) (IX II Prop.5). Les
rayons externes de M de méme argument aboutissent en cg. Cqfd.

[e]
Soit W une composante hyperbolique de M, de période k. Pour ¢ € W, notons
a(c) le point périodique attractif de f. attirant 0.

Proposition 6. — Les nombres suivants sont égauz :
a) le degré p de Uapplication holomorphe propre pw : W — D.
b) Le nombre de zéros dans W de ¢ — a(c), comptés avec multiplicité.
¢) Le nombre de zéros dans W de ¢ — f¥(0), comptés avec multiplicité.
d) le nombre de racines de W dans W.

Lemme. — Soit co € W tel que f£ (0) = 0. Les fonctions ¢ — f¥(0), ¢ — a(c) et
c— pw(c) = pr(c, alc)) ont méme ordre d’annulation en cq.

Démonstration. — Pour ¢ € W, on a pw(c) = 2%a(c) - fe(ale))--- fF1(a(c)), et

dans le cycle {a(c), fo(a(c)), ..., fF=1(a(c))}, seul a(c) appartient & la composante
o

connexe de K. contenant 0. Les fonctions ¢ — a(c) et ¢ — pw(c) ont donc méme

ordre d’annulation. D’autre part, pour ¢ voisin de cg, on a

1 1
75(0) ~ a(e)] < 510~ a(e)] = 3la(e),
donc ¢ — f*(0) et ¢ — a(c) sannulent en ¢y avec méme multiplicité. Cqfd.

Démonstration de la proposition. — Les zéros des fonctions ¢ — pw(c), ¢ — a(c) et
c— fk(0) sont les mémes, et d’apres le lemme ils ont méme multiplicité. Le nombre
de zéros de ¢ — pw(c), compté avec multiplicités, est le degré p de pw. Le bord
OW est homéomorphe & S et py : OW — S! est de degré pu. Comme elle est
croissante puisque py est holomorphe sur W, le nombre de points dans p‘},l(l) est
aussi f. Cqfd.

Nous appellerons p la multiplicité de W. Nous prouverons dans I’exposé « simpli-
cité » que p = 1.

6. Décompte
Nous allons démontrer le complément 1 au théoreme 1 de XIII.
Soit k € N*. Notons
m1 (k) le nombre de valeurs c telles que f¥(0) = 0, compté avec multiplicité.

ma(k) le nombre de composantes hyperboliques de J\o4 de période divisant k, compté
avec multiplicité.

ms(k) le nombre de racines des composantes hyperboliques de période divisant k.
my (k) le nombre de t € T tels que 2¥t = ¢, i.e. de la forme p/(2% — 1).
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On a my(k) = ma(k) = ms(k) d’apres la Prop.5 et ma(k) > 2my4(k) — 1 d’apres
la Prop. 4. Mais f.(0) = ¢, f2(0) = ¢ + ¢, f2(0) = (¢ + ¢)? + ¢, etc. f¥(0) = Pi(c)
ot P, est un polynome de degré 2~ (on le voit par récurrence car Py, i(c) =
(Pe(c))? + ¢), donc mq (k) = 28=1. D’autre part my(k) = 2¥ — 1. Donc on a 'égalité
ms(k) = 2my(k) — 1. 1l en résulte d’une part que chaque c¢g racine d’une composante
hyperbolique (sauf 1/4) a exactement 2 arguments externes rationnels a dénomina-
teur impair dans M, d’autre part qu’on obtient ainsi tous les éléments de T = R/Z
rationnels & dénominateur impair. Ceci démontre le complément 1 du théoreme 1.
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EXPOSE XV

ORDRE DU CONTACT
DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES DE M

TAN LEI

Soit ¢g l'intersection des deux composantes hyperboliques W, W’ de M dont I'une
est de période k, 'autre est de période kq; alors f., admet un cycle indifférent rationnel
avec valeur propre ¢2™/4_ de période k.

Proposition. — Le contact de W et W' au point co est d’ordre 2.

1. Résumé des résultats déja obtenus qui sont utiles pour la démonstration
de cette proposition

Soit {a, ..., ag} le cycle indifférent rationnel de f., dont «; est le point attirant cg.
Soit Py le pétale de vy qui contient ¢g et R(K,, #) un rayon externe qui aboutit en oy
dans un interpétale adjacent a P;. D’apres le théoreme A de I'exposé XI le rayon
externe R(M, ) aboutit en ¢y. Comme g # 1, pour tout ¢ dans un voisinage de ¢, on

\
R(Keq:#2) \ /
! /
! /

FIGURE 1. Les rayons externes aboutissant en a1 et en cp.

peut trouver un a(c) tel que f*(a(c)) = a(c) avec ¢ — a(c) analytique et a(co) = ay.
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Posons :

) = Ui ae)) () = Trve 1

c(N) = co+ A ‘
( ) o+ {p(o) 2imp/q T(O) _ 0;

alors, 7(\) a en 0 un zéro simple (de multiplicité 1) XII, donc A +— 7(X) est un
homéomorphisme dans un voisinage de 0.
Pour A disque centré en «(co) fixé assez petit, on prend ng assez grand et r* > 1

assez voisin de 1 tels que z(co) = f°%(co) et y(co) = ¢z, (r*e?™) appartiennent

a A. Pour c voisin de cg, posons x(c) = froki(c) et y(c) = ;1 (r*e??). Fixons
a €]0,1/2] et notons P, = {z | |Rez| < a,|Imz| < a}. Si on prend

Yy ={U| Nlog(l1+U)+2mi € P,},
onaXy C Dg/n \54/]\; quand N > 8.
2. Démonstration de la proposition
Pas 1. — Pour tout voisinage W,, de co, d’apres 'exposé XI, il existe un Ny > 0,
tel que pour tout N > No, il existe un cy € W tel que fN*(a(cn)) = ylew)
c’est-a-dire VW voisinage de 0, 3Ny > 0, VN > Ny, il existe Ay € W tel que

fc]\(]fg)(x(c()\]v))) = y(e(An)) et An est dans la piece oy de W ou 7 : oy — Xy

induit un homéomorphisme (on peut prendre W assez petit pour que 7(A) soit un
homéomorphisme sur W).
Au voisinage de 0, on peut écrire : 7(\) = aX + o(A\?) avec |a| # 0, puisque 7()\) a
en 0 un zéro simple. Il existe donc un voisinage W de 0 tel que :
IT(A) — aX| = [o(A})| < €|\, A€W, avec 0 < ¢ < |al.

Pour ce W, il existe N1 > 0, tel que VN > Ny, on =7 1H(Zn) CW.
YVAX€eon CW,ona:

(la] = &)[Al = [al| Al < [7 (V)] < lal[Al + €Al = (Ja| + €)|Al-
Comme 4/N < |[7(A\)] <8/N,on a:

4 8
— <N < ———, VAeon.
(la| + )N A (la| + )N N
Pas 2. — Soit U un ouvert simplement connexe dans C. Vz,y € U, a € U, on a

inégalité : |y — z| < |x — a|(e*¥@¥) —1) on dy(x,y) désigne la distance de Poincaré
sur U. Si ¢ : U — V est un isomorphisme entre deux ouverts simplement connexes,
alors : dy(z,y) = dv(¢(z), ¢(y)).

Si ¢ : U — V est une fonction analytique, alors ¢(z) est lipschitzienne de rapport
1, i.e. dv(p(z), ¢(y)) < dy(x,y) pour tous z,y € U.
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L’ouvert C ~\. M n’est pas simplement connexe, mais si on enléve le rayon externe
R(M,0"), ou
g [0r12 6<1)2
0—1/2, 0>1/2,
C~ M~ R(M,0") =U est ouvert et simplement connexe. Comme R(M, §’) aboutit
et ne rencontre pas R(M,0), U contient R(M, §). Si on prend V =C~ D\ R(D,0’),
alors ¢ps : U — V est un isomorphisme.
Pour Ny = max{N1,No} et Uz = {z | Rez > 0,270 — 7 < Imz < 270 + 7}.
VN > Na, en posant ¢y = ¢(Ay), on a :
du(en,ent1) = dv(pum(en), e (en+1))
= dy,(logpn(en),log o (en+1))
= du, (2N, 2N+1)-

On peut écrire r* = e avec sp > 0. On a :

Nk —1/ _so+2imw0\.
fo U (z(en)) = oy (€072,

donc :
%N(fc(ff”“"q(c]v)) _ gsot2imd,
donc :
[Pen (CN)]2<N+no>kq _ 650+2m9,
et

o (en) = ey () = e2®™Fnoka 75T qyee o(NFnokagr — g

Dans K., a(co) = a1 a ¢ pétales et est fixé par f¥, donc 2%96, et on a vu dans
XII que, en fait, # = 6. Par suite,
; N S0
en) = eNTHTO oy gy = — 2
e (en) N TN Fno)kg

donc ¢, est dans le rayon externe R(M, 0) et ¢y — ¢p quand N — +o00. On en déduit :
dU(CN, CN+1) = dU2 (SN + 2i7, SN+1 + 27,71'9)
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Pour chaque N > Ns, on prend ¢n(z) = 2in0 + W(Z — 2im#), c’est un
isomorphisme qui envoie Zy, & Zn et qui envoie Uz & Uy avec Uy de la forme :

Uv={z|Rez>0,|Imz —270| < (N)},
e(N) =

™

2(N—N2)’ e(N) <e(N—1) < <e(Ng)m.

L’injection Uy <— Upn41 est une fonction analytique et donc est lipschitzienne de
rapport 1; on a :

du,(zn, 2n+1) < duy (2N, 2v+1) = du, (2N, Z2N,+1) = constante A.
Enfin,
du(en,en+1) = dewmr(e) (ens en1) = duy (2N, ZN41) < A.
Pour by € OW U OW’,
len —enyi1| < lenw — bN|(e4dU(CN’cN“) +1) < bilen — byl
B est une constante.

Pas 3. — Supposons que le contact de W et W’ au point cg est de degré supérieur
ou égal & 4, alors pour N3 assez grand et N > N3, il existe by € OW U OW’ tel que
lex — bn| < Baleny — co|*; done, quand n > N3, on a |ey — eny1] < Bley — col* ot
B = B1Bs.

Pour k£ > N3, on a :

lek — co| < Z lek — crr1] < B Z leny — col*.

Comme ¢y —cg = Ay € oy, d’apres le pas 1, il existe deux constantes positives a; et
as telles que : a1 /N < |An| < az/N, donc :

a o0
k |/\k| = |Ck — CQ| B Z |/\N|4 Baz]g Ng.
Ceci veut dire :
ar =k N =1
0<ga <2 ZN— > 7 kN
N=k N=k N=k
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1
Contradiction, car Z e converge. Cqfd.
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EXPOSE XVI

IDENTIFICATION DE CYLINDRES :
ETUDE A LA LIMITE

PIERRE LAVAURS

1. Notations et position du probléme

On se place dans le méme cadre que dans « Arriver & bon port » @ fe, : 2 +— 22 +co
a un cycle indifférent rationnel de valeur propre de €277/4 et de période k, a; est un
point du cycle indifférent.

Dans « Arriver & bon port », on a construit, pour ¢ proche de ¢y, ¢ cylindres de
Fatou-Ecalle (2¢ pour ¢ = ¢g) sous réserve que ¢ tende vers ¢y en étant astreint a
rester dans un certain secteur.

On va modifier 1égerement, pour des raisons techniques, la définition des cylindres
(sans que cela change les cylindres eux-mémes!) et la zone dans laquelle évolue ¢
voisin de c¢p.

Au lieu de définir Q) comme on 'a fait dans XII 3, on le définit en retirant & C
seulement D g, le segment de A} iR (si Im A} > 0; le segment de A} & —iR sinon) et
la demi-droite Re Z = 0,Im Z < —R (siIm A} > 0;Im Z > R sinon). En prolongeant
le segment de iR (ou —iR) a A} jusqu’a infini, on partitionne Q) en Q5 et Q).
Enfin, pour ¢ = ¢y, on coupe par les demi-droites Re Z =0, ImZ < —Ret ImZ > R.

A
a (o o W o
& 7é Co c=Cy

Les inégalités de XII montrent que les points rajoutés a Q4 (5, Q4") sont équi-
valents a des points des « anciens » ouverts : ce changement de zone quotientées ne
modifie donc pas les cylindres-quotients.
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Dans XII, on s'était astreint & faire tendre A vers 0 avec |arg Ay +1/4]| < 1/12, ce
qui revient, puisque 1/A’ est analytique en A, & restreindre & des secteurs angulaires
privilégiés autour des 2 directions de demi-droites dans le plan des A\ correspondant
dans le plan des ¢ aux demi-droites tangentes aux deux composantes hyperboliques
de M tangentes en c¢g (& la demi-droite pour ¢ = 1). Ici, au lieu de faire tendre A
vers 0 dans un secteur angulaire, on le fera tendre entre deux cercles tangents en 0 a
la demi-droite privilégiée :

“ (@=1)

(plan des \)
(plan des ¢)

Cette restriction est suffisante pour les applications, car elle laisse ¢ parcourir tout
Vextérieur de M en tendant c¢o. Elle a lavantage suivant : puisque 1/A4) et 1/A
sont analytiques en A, elle impose & Ay comme & A} de rester entre deux droites
ReZ = —K, ReZ = K. De ce fait, {(\,Z) | Z € Qy } et {(\,2) | Z € Q\} sont
des ouverts de V x C (V désignant la zone ot évolue M) : si un point est dans €2f;
(resp. Q' il est dans Q) (resp. Q") pour A assez proche de 0.

Pour fixer les notations, nous supposerons que nous avons choisi dans le plan
des A de rester autour d’une demi-droite correspondant & Im Ay > 0 (et donc aussi
Im A} >0).

Regardons ce que ces motifs fournissent dans le plan des z :

— Pour ¢ = ¢g, les 2¢q cylindres sont les quotients de 2¢q secteurs angulaires égaux
dans un disque centré en a;.

— Pour ¢ voisin de ¢y, ODpg correspond a un cercle « proche » du précédent ; oy
se « scinde » en un «a(c) fixe par f¥ et un cycle Bi(c), ..., B4(c) pour fX, a et les B
étant continues en ¢ (dans la zone désormais notée © a laquelle on a restreint c).
a correspond & oo dans le plan des Z, 3; (par exemple) & A). On a ¢ cylindres

seulement. Cependant, si on représente aussi (en pointillés sur le schéma ci-dessous)
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les courbes limitant, quand on les transforme dans le plan des Z, les Q’;L des Q’)\_,
on voit qu’on peut considérer aussi qu'on a, comme pour ¢ = c¢g, 2¢ cylindres qui
s’identifient naturellement deux a deux.

Nous allons étudier le cylindre autour de (31(c), qui devient donc deux cylindres
quand c¢ devient cg.

Les zones correspondant a Q) (Q47,Q)) dans le plan des z seront notés Ul(c)
(U*(e), U™ (c)).

Ut ={(c,z)/z €U (c)} (resp. U™ ) sont des ouverts de © x C.

Le cylindre U(c)/fk? sera noté E(c) comme dans XII.

Pour ¢ = ¢, on a un Et(cp) et un E~(cp); la zone fournissant £~ (cq)étant en-

tierement incluse dans une composante de K, celle fournissant E*(cy) contient un
interpétale.

La « courbe de sortie » sera la courbe U N U ™.

La «courbe d’entrée » sera la courbe 0U NoU ~.

Elles joignent toutes deux « a ;.

Le « domaine fondamental de sortie » Wy dans U™ sera limité par la courbe de
sortie et son image réciproque par f*4 dans UT. De méme, le « domaine fondamental

kq

d’entrée » Y7 dans U~ sera limité par la courbe d’entrée et son image par f79.

Le schéma ci-dessous symbolise la dynamique de f*¢ dans U :

%ourbe d’entrée Aourbe de sortie

Aaction de f°*? sur un point
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Wy et Y7 sont des domaines fondamentaux des cylindres (identifiés pour ¢ # ¢q)
de f. au voisinage de a; (conventionnellement, nous considérerons que ni Wy ni Y7 ne
contiennent les points « et 31 et contiennent la courbe d’entrée pour Y7 et la courbe
de sortie pour Wpy).

Y

FIGURE 1. Les ensembles Y; et W;.

Pour i > 0, la zone Y;,; sera définie comme (f¥9)i(Y7).

Pour des i < 0 pas trop petits, on va définir par récurrence un W,. Supposons
Wi41 défini comme une partie de U limitée par deux courbes envoyées 'une sur
I'autre par f¥7; W;,; ne contient alors pas de valeur critique de f*¢ : on peut définir
la détermination de (f*¢)~! sur W;,; qui envoie I'une des deux courbes qui le borne
sur l'autre; 'image de cette détermination sera W, sou réserve qu’elle soit incluse
dans U.

0,8|A
Les inégalités de XII prouvent que W; est défini pour |i| < 4]

, donc sur une

partie de Z qui tend vers Z~ quand ¢ — cg.

Prenons un point marqué P dans U (cp) et un P~ dans U™ (¢g) : pour ¢ proche
de cp, ils sont tous deux dans U(c); ils fournissent donc un point P~ (c) et un point
P*(c) dans E(c) (dans E~ (co) et E*(co) pour ¢ = cp).

DOCUMENTS MATHEMATIQUES



1. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME 121

Tous les cylindres ET et E~ peuvent avoir leurs extrémités indexées de facon
naturelle : 'une correspond au voisinage de oo dans le plan des Z, Pautre de A ;
sur le domaine fondamental Wy ou Y7, cela correspond d’un coté au voisinage de «,
de autre au voisinage de (1. Quand ¢ devient ¢y, o et 31 se confondent, mais dans
le domaine fondamental correspondant a Wy ou Y; dans le plan des Z, le bout qui
correspondait au voisinage de 31 est représenté par Im Z > 0, l'autre par Im Z < 0.
On peut donc parler, méme pour ¢ = ¢y, de « bout en (31 » et de « bout en a » du
cylindre.

Le point marqué et le marquage des bouts du cylindre fournissent alors une identi-
fication de E™ & C* en envoyant Pt sur 1 et le «bout en (1 » sur le « bout en zéro ».
De méme, on identifiera £~ a C*.

Il peut étre pratique de préférer modéliser les cylindres par C/Z plutoét que par C*.
Dans ce modele, P est identifié & 0, le «bout en 31 » au bout en «Im z < 0». C/Z et
C* étant identifiables par z — exp(—2iwz), il sera aisé de transcrire les résultats, que
nous montrerons dans le « modele C* », dans le « modele C/Z ».

Pour ¢ # ¢y, ET et E~sont en fait le méme cylindre qu’on a identifié par deux
isomorphismes différents p* et ¢~ & C*; ot o (¢~)~! fournit alors un isomorphisme
de C* sur C* qui respecte la position de 0 et donc de la forme z — G(c) - z, pour un
G(c) € C*.

G/(c) recele sous forme concise I'information sur la dynamique de f¥¢ entre la courbe
d’entrée et la courbe de sortie : partant d’un point de Y7, en itérant un grand nombre
de fois, on arrive en Wy. Il risque des lors d’étre difficile de controler la stabilité de
divers phénomeénes au cours de tant d’itérations. Mais, si on regarde E~(c) = Y;/f*4
et Et(c) = Wy/fk4, la connaissance de G(c) fournit le passage « direct » de I'un &
I'autre.

Puisqu’il n’y a pas d’identification naturelle entre £~ (co) et E*(c), on doit s’at-
tendre a ce que G(c) n’ait pas de limite quand ¢ tend vers ¢g. On va en donner un
développement limité. L’objet de cet exposé est de prouver le

Théoréme 1. — Quand ¢ tend vers co, assujetti a rester dans ©, \ étant la coordonnée
définie dans XI (i.e.c=co+Asiq#1l,c=co+ A siqg=1), ona:

k
G(c) = exp (go + 3 + 0(1)).
Complément. — py()\) désignant la valeur propre du cycle de fF4 issu de (i(c),
k=47%/p)(0); ainsi k/\ évolue dans une bande autour de l’ave imaginaire pur
positif.

Remarque. — On a ici énoncé le théoreme en prenant pour modele C*. Si on préfere

travailler en termes de C/Z, la multiplication par G est remplacée par la translation
identifiée & un élément G de C/Z, et le développement limité devient : G(c) = Go +
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k/XA + o(1) (mod Z), ol ici k = 2in/pi(0) est tel que k/A évolue dans une bande
autour de l'axe réel négatif.

Exemple. — co = 1/4, les points fixes de f. pour ¢ proche de cq sont (1 & /1 — 4c)/2.
Prenons A proche de l'axe réel positif. Pour avoir Im A} > 0, on doit choisir o =
(1+4X)/2 et 8= (1 —i)X\/2; donc p;(0) = —i et G(c) = exp (g0 + %i +0(1)), ou,
dans le modele C/Z, G(c) = Gy — 2w/A + o(1).

2. Continuité de la projection sur F

Le choix d’un point de base nous a permis d’identifier tous les £~ (resp. E1) a C*.
On a alors la :

Proposition 1. — L’application « : UT — C* (resp. 7~ : U~ — C*) qui a (¢, 2)
associe la projection de z sur E*(c) (resp. E~(c)) identifié ¢ C* est continue.

Remarque. — Ce que cette proposition exprime (et c’est en ces termes que nous la
rappellerons quand nous 'utiliserons), c’est qu'un dessin-limite dans le plan fournit
un dessin-limite sur les cylindres.

Lemme. — Soit Cr la couronne comprise entre les cercles |s| = 1/R et |s| = R, avec
R > %™, et soit h univalente de Cr dans C* de sorte que limage de Cr enserre 0,
du méme coté que Cg, avec h(1) = 1.

Alors, pour v € Cr, on a une inégalité |h(u) —u| < f(u,R) od, quand u varie
dans un compact K de C* et R tend vers Uinfini (donc K C Cr pour R assez grand),
f(u, R) tend vers zéro uniformément sur K.

Preuve du lemme. — Soit d’abord f : D — C univalente avec f(0) = 0 et f(a) = a
(pour un @ € ]0,1[). Alors, pour |z| < r, on a une détermination de Log f(z)/z qui

vérifie :
}Log@} < 2| Log(1 —r)(1 - a)].

En effet, pour g : D — C univalente avec g(0) = 0 et ¢’(0) = 1, on a pour tout
z € D (cf. [G], p. 117, inégalité (19)) :
1+ |2

(1) Log 22+ Log(1 ~ [+f%)] < Log 177
ou Log g(2)/z est la détermination continue sur D qui vaut 0 en 0.

Prenons g(z) = f(2)/f(0).

— En appliquant (1) & z = a, on trouve |Log f/(0)] < 2|Log(l — a)| pour une
détermination bien choisie de Log f/(0);

< Log

— En appliquant (1) en z, on trouve alors une détermination de Log f(z)/z telle
que :

Log@ — Log f(0)| < 2| Log(1 — \zm < 2| Log(1 —r)l;
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donc que | Log f(2)/z| < 2| Log(1 — r)(1 — a)|.

On va prouver que, pour exp(y/Log? R — 72)~! < |u| < exp ( v/Log? R — 72),ily

a une détermination principale,

Log h(u) (1 or \ ? 1_\/L0g2|u|+7r2 -2
Logu | LogR Log R ,

ce qui fournit bien une inégalité de la forme cherchée. On pourrait sans aucun doute
raffiner considérablement cette inégalité : la démonstration qui suit utilise trés peu
d’informations par rapport a ce que peut nous apporter la situation. Cependant cette
inégalité nous suffira ici.

h fournit par passage aux logarithmes une application univalente g de la bande
—Log R < Imz < Log R dans C; on peut supposer h(0) = 0 : vu 'hypothese sur la
position relative de zéro et de h(CRr), on a g(2im) = 2im. Considérons alors I’applica-
g(ziLog R)
“Togh

On a f(0) = 0 et f(2m/LogR) = 2m/LogR. Les bornes entre lesquelles on
laisse varier u ont été choisies de telle sorte que la détermination principale
de Logu soit assez petite en module pour qu’on puisse majorer |Logu|/LogR

tion f:z+— univalente de D dans C.

par r = {/Log? |u| + 72/Log R < 1, donc que Logu/LogR € D. Ce qui précéde
assure alors 'existence d’une détermination de

f( Logu )
1Log R g(Logu) Log h(u)
8 Logu & Logu © Logu
iLog R

pour une détermination de Logh(u), qui est telle que :

Log <Logh(u)> <2‘Log(1— 27 )(1_ \/Log? |U|+7r2) .

Logu Log R LogR ’
_ 2 2\ -2
Log h(u) 27 2 y/Log® |u| +
d’on — < (1-— 1--— . Caqfd.
ou ‘ Logu Log R Log R d
Preuve de la proposition. — On va montrer la continuité de 7~ en un point (¢1, 21)

de U~ (pour 7, il faudrait simplement remplacer Y; par W; dans la démonstration
ci-dessous; pour alléger les notations les indices — de 7~ et de E(c)~ seront omis
dans cette preuve).

On prend i tel que 21 € Y;(c1).

Si 21 n’est pas sur le bord de Y;(c1), pour (c, z) assez proche (¢1, 21), 2 € Yi(c1)-

S’il est sur le bord de Y;, cela ne pose pas de probleme essentiel : en augmentant
légerement R dans la construction de XII, les cylindres ne sont pas modifiés, mais
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o]

Y; est légerement décalée, ce qui ramene au cas z1 € Y;(c1), ce qu’on supposera
dorénavant.

Pour r > 0, on va définir Yi(r)(c) C Yi(c) : on prend sur celle des deux courbes
limitant Y;(c) envoyée sur autre par f*9 les points sis & distance r de a et 3; sur les
morceaux de courbe aboutissant en ces points, et on tronque Y;(c) par les segments
joignant ces points a leurs images :

Y7 (¢)/ f¥7 est alors un cylindre E(c) de module fini.

Sur chaque Y;(c), ]5+(c) fournit un point marqué, qui est donc dans Yi(r)(c) pour r
assez petit (il varie contintiment avec ¢ puisqu’image par f*? d'une point fixe du plan
des 2). Il y a alors une maniére unique d’identifier conformément E(")(c) & un anneau
CRr,Rr, de la forme R; < |z| < Ry dans C* en envoyant le point marqué en 1, et
respectant la position par rapport & zéro de E(")(c) plongé dans E(c) identifié a C*.
On notera i) I'isomorphisme entre E™)(¢), considéré comme une partie de C* et
CRyR,-

1 est évident que Ry/R;, module de E()(c), tend vers co quand r tend vers zéro;
il ’est un peu moins que Ry tend vers co et que R; tend vers zéro.

C’est une conséquence du probleme extrémal de Teichmiiller (¢f. [AHL], p. 35-37) :
pour 7 assez petit, E(")(¢) contient un anneau symétrique Cr symétrique par rapport
au cercle unité de module 2M arbitrairement grand.

z‘&” transporte alors le cercle-unité en une courbe passant par 1 : I’anneau li-
mité par cette courbe et le cercle |z| = Rs est donc de module plus grand que M.
Le probleme extrémal de Teichmiiller garantit (avec les notations de [AHL] que
M < 5= Log ¥(R2) < 5= Log[16(R2 4+ 1)] (¢f. [AHL], p.47) ; donc R; peut étre rendu
arbitrairement grand. De méme, R; tend vers zéro avec r.

On a donc obtenu la garantie que, pour r assez petit, Cr, g, contient la couronne
Cg pour un R fixé. Par le méme raisonnement appliqué & igr)fl(CR), pour R assez

grand, il "' (CR) contient Cr pour un R’ fixé.

(

On peut envoyer Yi(r) (¢) sur Yi(r) (c1) par un morphisme (I)(Z)

,C

.y de classe C' qui

commute avec la dynamique de f¥ sur les courbes qui limitent Y;(T)(c) sur Y;(T) (c1),
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i)

ENC ¢, {\S\;/// }CR

¢

(C

(.

CR1 Ry

envoie le point marqué sur le point marqué et tend vers Id en norme C'' quand ¢ tend
Vvers Ci.

@EZ?Q) induit une application <I>(Z)Cl) de Ey) sur Eg
conforme de rapport de dilatation tendant vers 1.

~ -1
i 03 64 est alors une application entre deux « vraies » couronnes, qui
(e1) (e,er) ™ "(e)

f) qui laisse 1 fixe et est quasi-

—~

fixe 1, et qui est quasi-conforme de rapport de dilatation qui tend vers 1. Elle tend
donc vers 'identité uniformément sur tout compact.

Des lors, si (") (c, z) désigne i o m(c,z) pour z € Y;(T) (c), 7 (c, 2) tend vers
7" ¢y, 21) quand (c, 2) tend (c1, 21).

Soit € > 0 fixé. On prend un R’ assez grand pour que 7(c1,21) € Cr/. On prend

-1
alors R; assez grand pour que, si Cg, C iy)(E(T)(c)), on ait Cpr C i) (CRr,). Puis,
on prend Rs assez grand pour que, pour v € Cg,, f(v, R2) < /3. Enfin, on prend r
assez petit pour que it (E™(c;)) (et donc aussi i (E(™(c)) pour ¢ assez proche
de ¢1) contienne Chg,.
-1
Puisque 7(c1,21) € Crr C i) (Cr,), 7 (c1,21) € Chr,.
-1
Appliquons le lemme a zg) sur Cr, : on obtient
(e, 21) — 7 (er, 21)] < /3.

Pour (¢, z) assez proche de (c1,21), on a alors : |7 (cy,21) — 7 (e, 2)| < €/3 et
7(") (¢, 2) est toujours dans Cp, .

—1
En appliquant le lemme & i” , on a |7(c, 2) — ) (c, 2)| < £/3. Dot

[7(c, 2) —m(e1,z1)| < e. Cqfd.

Corollaire. — G est continue (sur © \ {co}).
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Démonstration. — Soit ¢1 le point ou on veut vérifier la continuité de G. Il existe
alors un n tel que f(P~) € W_; C U*(c1). Pour c assez proche de ¢; pour que
fo(P~) € Ut(c), on aalors G(c) = 7t (¢, f2(P7)). Cqfd.

3. Le germe F

Par construction des cylindres, un voisinage de (3; dans W est envoyé par f*¢ sur
un voisinage de 1 dans Y7 ; ce phénomene reste vrai pour ¢ = ¢ (81 devenant aq, et
le voisinage étant restreint & une « pointe » de la zone Wj).

Par passage aux quotients, on obtient une application F'(c) holomorphe bijective
d’un voisinage du « bout en zéro » de Et = Wy/f*® identifié & C* et du « bout en
zéro » de E~ =Y/ fF également identifié & C*.

Considérée d'un voisinage de zéro dans C* vers un voisinage de zéro dans C*,
F(c) est prolongeable par continuité par [F'(c)](0) = 0 : ainsi prolongée, elle est alors
holomorphe, sans point critique en zéro.

On notera L(c) 'application

C*~FEt — C*=E~
z — [F(¢)]'(0) - 2.
C’est le morphisme de cylindres tangent a F'(c).

Pour calculer un développement limité de G(c) on va étudier L(c) o G(c) (on iden-
tifie ici par abus de langage le nombre complexe G(c¢) a I'application z — G(c) - 2).
L’avantage est qu’'on a ici un automorphisme d’un cylindre, qu’on peut étudier en
regardant son comportement en un bout, et en oubliant I'information contenue au
point marqué.

F(c) est défini pour ¢y également : on peut espérer avoir L(c) — L(cp) quand
¢ — ¢p, ce qui permettra de repasser du développement limité de L(c) o G(¢) & un
développement limité de G(c).

4. Comportement limite de L(c)
Proposition 2. — Quand ¢ — ¢o, L(c) — L(co).

Démonstration. — Remarquons qu’on peut trouver un r fixe tel que, dans le plan
des z, l'intersection du disque centré en 3; et de rayon r et du « bout » de Wy proche
de (1 (i.e. celui qui correspond dans le plan des Z & ImZ > 0) soit envoyée par
fk4 dans Y; ; « une position limite sur le plan fournissant une position limite sur le
cylindre », il y a un voisinage fixe de 0 dans C* ou F(c) est définie.

Prenons une courbe fermée v d’indice 1 autour de 0 incluse dans ce voisinage. On
peut la développer dans U™ (¢g) en un arc (non fermé) ', ; par la proposition du §2,
on peut la développer pour ¢ proche de ¢y en un arc I'. proche de ', (au sens de la
convergence uniforme).
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L(c) peut alors étre calculé a laide de la formule de Cauchy sur v par :

ot . désigne la fonction z — (c, z) et N est choisi assez grand pour que f*N(T,) C
U~ (c). Dans cette intégrale, le chemin d’intégration comme la fonction intégrée varient
continiment en ¢, d’ou le résultat. Cqfd.

5. Etude de L(c) o G(c) (¢ # )

*

L(c)oG(c) est application tangente a F'(c)oG(c) au voisinage de 0 dans E(c) ~ C*.
Elle est déterminée par la connaissance purement locale de la dynamique de f*? autour
de ,@1 .

Nous allons voir qu’elle peut étre calculée fort simplement.

Comme annoncé au § 1, p; (\) désigne la valeur propre du cycle de f*? issu de (3 (c);
lorsque |p1(A)| # 1, fF est linéarisable au voisinage de [3;. Nous poserons p; =
p1(\) = re?™. Comme on est dans le cas Im A} > 0, on a Im p; < 0.

Considérons

g:C"— C* p:C— *

et

revétement universel.
z -z, u — exp(u)

g induit une application g : C — C; nous conviendrons qu’elle envoie 0 sur la déter-
mination principale Log p; du logarithme de p1, soit g : u +— u + Log p1. 7 désignera
Papplication u — u + 2im de C dans C (changement de feuillet). Ona:Tog=7goT.

On peut identifier le cylindre C/g a C* en envoyant le « bout en Reu < 0 »

sur 0 (p1 n’est pas réel); 7, qui commute & g, induit alors un isomorphisme
K(p1): C* — C*.

Lemme. — Si|p1(c)| # 1, L(c) o G(c) = K(p1).

Démonstration. — Prenons un voisinage de 3; assez petit pour que f*9 y soit linéari-
sable; on peut corriger analytiquement f*9 sur ce voisinage & g au voisinage de zéro.
La «fente » I' séparant Y; de Wy devient une courbe I' qui admet une tangent en
zéro.

U \T/fka g’identifie alors & C/g.

Examinons ce que devient F'(c)oG(c) (défini au voisinage de 51 dans ce modele : On
part d’un point y dans le domaine fondamental pour g limité par I" et g(I") ; on prend
les images successives de y par g jusqu’a se retrouver dans ce domaine fondamental
en n itérations. En termes de revétement universel, partons de Logy (détermination
principale) et appliquons g n fois : nous tombons sur Log(g™(y)) — 2iw (Log désignant
encore la détermination principale) qui est donc g-équivalent a Logy; I'application
déduite de F(c) o G(c) en identifiant U ~ T'/f¥? & C/g envoie, elle, la projection
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de Logy sur celle de Log(g™(y)), qui est justement g-équivalente a 7(Logy) : c’est
donc la restriction de K & un voisinage de 0, donc L(c) o G(c¢) = K(p1). Cqfd.

Preuve du théoréme (énoncé au §1). — Il ne reste donc plus qu’a calculer K(p1).
C/g peut étre identifié & C* par u — exp (Lfg’;”) (compte tenu de Im(Log p;) < 0, le
signe — permet de bien envoyer le « bout » Reu < 0 sur le « bout » en zéro). K(p1)
Logpl) d’ott L( ) o G(C) =

exp (m). p1(A) est de degré 1 en zéro; pour ¢ = 1, p1(A) = p(—A) est de degré 1
d’apres XII corollaire 2 du théoreme 1; pour g > 1, cela découle de I'analyse de
laspect des composantes hyperboliques de M tangentes en ¢ (et en fait de fagon
indirecte de ce corollaire 2). On peut donc écrire Log p1(A) = p1(0) - A 4 o(N) avec
p1(0) # 0; d’olt L(c) o G(c) = exp [p @+ KO +o(1)].

Comme L(c) a une limite, G(c) = exp [p oy T Co +o(1)].

Ce développement n’est a priori valable que lorsque |p1 ()| # 1, mais comme G(c)
est continue, il ’est partout. Cqfd.

envoie la projection de 0 sur celle de 2i7 soit 1 sur exp (
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EXPOSE XVII

UNE PROPRIETE DE CONTINUITE

PIERRE LAVAURS

1. Cassure des rayons d’argument rationnel

Pour un # € R/Z nous noterons R(M,6) le rayon externe de M d’argument 6,
et R(K,,0) le rayon externe de K. (ensemble de Julia de z + 22 + ¢) paramétré
par le potentiel. Ce dernier peut se casser : dans ce cas, il n’est pas défini sur R*
tout entier. Nous conviendrons que les rayons sont orientés dans le sens des potentiels
décroissants : avancer sur un rayon, ce sera se déplacer de l'infini vers M ou K..
Enfin, il faut noter que méme lorsque R(M, #) ou R(K,, 6) a un aboutissement, nous
considérons que ce point ne fait pas partie du rayon.

Dans tout cet exposé, on s’intéressera a des 6 € Q/Z.

Proposition 1. — L’ensemble des points ¢ de C pour lesquels le rayon R(K., 0) se casse
est Un>1 R(M,2"0) (et donc puisque 0 € Q/Z est prépériodique pour la multiplication
par deuz la réunion d’un nombre fini de rayons externes de M ).

Démonstration

- Sic e R(M,2"0) pour un n > 1, argument externe de ¢ pour K. est 2"0. De
ce fait, le rayon R(K,, 2" 10) arrive sur zéro, et se casse, donc aussi R(K.,6) qui en
est une image réciproque (n — 1)-éme.

— Réciproquement si ¢ n’est sur aucun R(M,2"0) (n > 1), soit 2%, ..., 2419
le cycle pour la multiplication par 2 sur lequel tombe 6. Les rayons R(K,,276) (£ <
Jj < £+ d—1) sont définis au voisinage de 'infini, soit prenant alors pour chaque
j I'image réciproque par z +— 22 + ¢ de R(K,,2/710) restreint a [t,2t] ayant pour
extrémité terminale R(K.,270(t), on prolonge tous les R(K.,20) ({ < j <{l+d—1)
a [t/2, +oo[, sans toujours passer sur ¢. En réitérant ’opération, on voit alors que les
R(K,276) peuvent étre définis sur R* tout entier pour £ < j < £+d—1. 1l en est alors
de méme des R(K,,2) (0 < i < £ — 1) qu'on peut ainsi construire par récurrence
sur ¢ — 4, puisqu’ils ne passent pas sur ¢ pour i > 1. Cqfd.
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Dés lors pour ¢ dans C \ {,,5, R(M, 210) (qui contient M), le rayon R(K.,0)
existe. Par la proposition 2 de VIII, il aboutit alors en un point que nous noterons
Ve(0)-

Si K. est localement connexe, 7.(0) est la valeur en ¢ du lacet de Carathéodory 7.
défini sur R/Z; dans le cas contraire, 7.(0) n’a de sens que sur Q/Z.

2. Enoncé et premiers cas

L’objet de cet exposé est de prouver le

Théoréme
Pour 0 € Q/Z, ~c(0) est une fonction continue de ¢ sur C~\ U, >, R(M,2"0).

La proposition 3 de VIII nous en fournit la preuve dans la plupart des cas : elle
affirme en effet que 7.(0) est défini dans un voisinage de ¢y € C, et continu comme
fonction de ¢ deés lors que 7., (#) est prépériodique répulsif et n’est pas sur lorbite
inverse du point critique (si on note f. : z — 22 + ¢, avec les notations de cette
proposition, 7¢(0) = 1,.6(0)).

Il reste donc deux cas a régler :

— celui d’'un point de Misurewicz ¢y quand ., () est sur l'orbite inverse de zéro;

— celui d’une racine de composante hyperbolique ¢y quand ~.,(6) est sur 'orbite
inverse du cycle indifférent rationnel (qui contient aussi ce cycle).

Remarque. — En utilisant les conclusions de VIII et XII, on peut voir aisément que
nous connaissons en fait ici déja la continuité de ¢ — 7.(0) sur C \ U,,», R(M, 2"0).

3. Cas des points de Misurewicz

Soit ¢ un point de Misurewicz et 6 € Q/Z. On suppose donc qu’il existe n € N tel
que fg) (700 (9)) = Yeo (2110) =0.

Des lors, R(K.,2""16) aboutit en ¢y, et donc R(M, 2" 16) aussi d’apres le théo-
reme 2 p. 74 de la premiere partie de ce cours.

D’apres le complément 1 du lemme 1 de XIII, aucun des rayons R(M,27(#)) pour
p # n+ 1 n’aboutit en ¢y. Comme ceux-ci sont en nombre fini, il existe un voisinage
A de ¢y qui ne rencontre aucun d’entre eux.

On a alors I’énoncé suivant, analogue a la proposition 3 de VIII.

Proposition 2. — L application (c,s) — 1y, o(s) de [A N\ R(M,2"10)] x RT dans C
est continue.

Démonstration. — D’apres la Proposition 3 de VIII, (c,s) — 1y, an+19(2"T1s) est
continue sur A xR ; on va alors prouver par récurrence descendante sur ¢ que (c, s) —
¥y, 219(2%s) est continue sur A \ R(M,2"10) x R,
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Lemme. — Soient

— f: E — F un revétement, avec F localement conneze,
— A un espace topologique,
- g:Ax[0,1] = F (resp. A x]0,1] — F) continue.
Soit h: Ax[0,1] = E (resp. A x]0,1] — E) relevant g (i.e. foh=g) qui est

— continu en la variable t parcourant [0,1] (resp. ]0,1]) en tout point,
— continu auz points (a,1), a € A.

Alors h est continu sur A x [0,1] (resp. A x]0,1]).

Démonstration du lemme. — 11 suffit de montrer que pour tout a € A, ’ensemble
T, = {t | h est continue au point (a,t)} est ouvert et fermé dans [0, 1] (resp. |0, 1]).

— Il est ouvert : soit (a,t) en lequel h est continue ; prenons V' voisinage connexe de
g(a,t) assez petit pour que f soit trivial au-dessus de V', et f’ I'unique détermination
continue de f~! sur V qui vaille h(a,t) en g(a,t). Alors, par continuité de h au point
(a,t), pour (b, s) assez proche de (a,t), h(b,s) = f'[g(b, s)] donc h est continue (a, s)
pour s assez proche de t.

— Il est fermé : soit t € T, V comme ci-dessus et U voisinage de (a,t) de la forme
W x I avec I intervalle, tel que g(U) C V. Par continuité de h en la seconde variable,
pour s dans I, h(a,s) = f'[g(a,s)]; prenons un tel s dans T : par continuité de h au
point (a, s), pour b assez proche de a, h(b,s) = f'[g(b, s)] donc, par continuité en la
seconde variable, et comme g({b} x I) C V, on a h(b,u) = f'[g(b,u)] pour b assez
proche de a et w dans I, d’ot la continuité de h au point (a,b). Cqfd.

Appliquons alors ce lemme : on prendra pour A l’ensemble (A ~ R(M,2"*16)), on
remplacera [0, 1] (ou ]0, 1]) par [0, c0] (ou ]0,00]) afin de travailler sur le paramétrage
par les potentiels, E' et F' seront tous deux C* auquel on rajoute un point & l'infini
dans chaque direction de demi-droites, et f est I'application z +— 22 prolongée de
fagon évidente a 'infini.

L’application (c,s) — 1y, 2i9(2"s) se prolonge & s = oo en associant a (c,00) le
point & l'infini de F' dans la direction 2%6.

Passage de i =n+1 di=n. — On peut considérer
g:Ax ]0, oo} — F, (c, s) — ¢fc’2n+19(2"+18) —c

puisque ANR(M, 2" 1) = &, cette application ne prend jamais la valeur zéro et est
donc bien a valeurs dans F.
g vérifie alors les hypotheses du lemme.

h:Ax]0,00] — E, (c,8) — 5. 9n0 (2" Ls)

est alors un relevement de g qui vérifie les hypotheses du lemme : il est donc continu
sur A x 0, oo].
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De surcroit, si on étend g & [0, 00|, ce qui est possible (elle n’est alors plus & valeurs
dans F mais dans F'U{0}), on la sait continue. Dés lors, pour tout € > 0, pour ¢ assez
proche de ¢g et s assez petit, |17, ant19(2"Ts) — ¢| < €2 donc [y, 2n0(27s)| < €.

Si on prolonge h en prenant pour h(c,0) Paboutissement du rayon R(K.,2"9), la
fonction obtenue est bien continue sur A x [0, c0].

Passage dei+1 a1 pouri < n. — Pour ¢ < n, le passage de la proposition pour ¢+ 1
a la proposition pour i est alors plus facile : en effet on peut directement appliquer
le lemme sur [0,00] & g : (¢,s) — 1y, 2i+19(2"s) — ¢ qui est bien & valeurs dans
F, car A a été choisi assez petit pour ne pas rencontrer de R(M,2P0) autre que
R(M,27+10). Cqfd.

4. Cas des points admettant un cycle indifférent rationnel

On va se placer dans le méme cadre et les mémes notations que dans XVI. € est
un rationnel & dénominateur impair tel que R(K,,, #) aboutisse sur a; dans K.

Afin de simplifier ’exposition, la démonstration sera explicitée dans le cas ot ¢ = 1.
On montrera a la fin de celle-ci comment la modifier pour ¢ quelconque.

On se limite a faire tendre ¢ vers ¢y dans une zone © limitée par deux courbes
tangentes a l'ordre 2 en ¢y, on supposera que O contient entierement la zone com-
prise entre les composantes hyperboliques de M tangentes en ¢y (pour ¢ = 1, la
zone comprise hors de la composante hyperbolique dont le bord admet un point de
rebroussement en cg).

On va prouver les trois propositions suivantes, pour ¢ dans © X\ (J,,5, R(M,2"0).

Proposition 3. — L’aboutissement de R(K,, ) est o ou .
Proposition 4. — Pour n fixé et ¢ assez proche de co, R(K.,0) ne passe pas sur f*(0).

Proposition 5. — Pour 6, € Q/Z tel qu’il eviste d € N tel que 296, = 0, I’aboutis-
sement de R(K.,01) est continu au point co comme fonction de ¢ (et en particulier
défini pour ¢ assez proche de ¢ ).

La proposition 5 permettra de conclure le théoréeme annoncé en 2 : en effet pour
un 6, tel que 290, = 0, elle affirme que 7.(61) tend vers 7., (61) quand c tend vers co
dans © \ U,,5; R(M,2"0).

Si maintenant on fait tendre ¢ vers ¢y dans M, 'aboutissement de R (K, 6;1) est une
fonction continue de ¢, puisque c’est un point prépériodique répulsif. Comme quand ¢
tend vers ¢ dans M N O, il tend vers 7, (61), il tend aussi vers ~.,(#1) quand ¢ tend

o
vers ¢g dans M, d’ou la continuité annoncée au point cg.

La proposition 3 est un premier pas vers la proposition 5, la proposition 4 est la
clef du complément 2 au théoréeme 1 de XIII.
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a) Limitation de la distorsion du rayon dans U. — Pour ¢ = ¢y, le rayon
R(K,,,0) aboutit en «; avec une tangente perpendiculaire au diameétre limitant U™,
Quitte a augmenter R dans la construction de « Arriver au bon port » XII, on peut
des lors supposer ce rayon est transverse a la courbe de sortie (qui est la courbe par
laquelle le rayon entre dans U™, avec notre convention d’orientation dans le sens des
potentiels décroissants!) ; on prendra s(co) le plus petit parametre ot R(K,,,8) coupe
la courbe de sortie en un point correspondant & un parametre s(c¢) proche de s(co),
puisque ce rayon restreint a [s(cg)/2, 0o est une fonction continue de c.

Sur [s(co)/2%, s(co)], le rayon R(KL,,#) évolue alors sur un nombre fini de zones
W; (i € 0), qu’on notera Mj.

La restriction de R(K,,0) & [s(c)/2¥, s(c)] étant continue en fonction de c, et puis-
qu’une position limite sur le plan fournit une position limite sur le cylindre (cf. XVI,
Proposition 1), pour ¢ assez proche de ¢, cette courbe est encore sur M7 + 1 domaines
W; au plus.

Cet arc de rayon définit sur le cylindre un lacet injectif ; on peut alors reconstituer
le rayon de proche en proche tant que I'on reste dans U : ainsi entre s(c) et s(c)/2*,
R(K., ) parcourt un chemin sur W_yy, , ..., Wo; sur [s(c)/(2%)?, s(c) /2] il parcourra
un chemin sur W_pz, —1,..., W_1;siig est le plus grand entier tel que W_;, soit défini,
on pourra ainsi remonter jusqu’a un chemin sur W_;,, ..., W_; 4 ;.

Comme ig > 0, 8| A|/, pour ¢ assez proche de cp, on a au moins un arc de R(K,, 0)
défini sur un intervalle de la forme [t/2k,ﬂ évoluant entre W; et Wj;, pour j; =
E(-0,3|A|/7) et jo = E(—0,7|A|/7) (E désigne la partie entiere).

Par les inégalités de XII, un W; pour j» < j < ji est entierement recouvert par
des Y;, en nombre fini. Dés lors, 'arc R(K.,6) évolue entre t et t/2* sur un nombre
fini M (c) de domaines Y;. De plus, ¢t peut étre choisi de telle sorte que R(K,, 0)(t)
soit sur un 9Y; et quentre t et t/2F, R(K,,0) évolue dans des Yy, avec i/ < i : il
suffit de prendre ¢ le plus petit possible pour que R(K.,6)(t) soit sur Y; parmi les
t > s(c)/(2F) =M1, En relevant I’arc un nombre suffisant de fois, on trouve alors un
w tel que R(K,,#) évolue entre w et w/2% sur Yy U--- U Yas(e) et ait ses extrémités
sur Yy (w dépend de c).

A priori, M (c) dépend de c. Cependant on a le

Lemme. — On peut borner M(c) par une borne M indépendante de c.

Démonstration. — En mettant un point de base fixe sur Wy et un sur Y7, on sait
(¢f. XVI) que le morphisme entre cylindres marqués identifiés & C/Z défini par I'iden-
tification de Wy/f* et Y1/f* admet quand c tend vers ¢y (dans la région du plan
a laquelle nous nous sommes limités) un développement limité de la forme G(c) =
Go+k/A+0(1) (mod Z); G(c) évolue dans une bande autour de R~

Développons alors Y;/f¥ et Wy/f¥ sur C en envoyant les points marqués sur Z.
R(Ke,0)5/25,5) €6 R(Kc,0)jw/2rw) se développent chacun en un arc de courbe
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(compact), vs et 7, ot 'on convient de relever W_p, U---UWp et Y1 U--- U Yo
en relevant en 0 le point marqué de Wy ou Y;.

R(Kec,0)s/2+,5) admet une position limite dans le plan quand ¢ tend vers cg, donc
aussi sur le cylindre ; des lors y; admet une position limite dans C, et reste donc, pour
c assez proche de ¢y, dans un rectangle autour de 0.

~w s’obtient & partir de v5 par une translation de —G’, ot G’ est un relévement de
G(c).

Mais le développement limité ci-dessus prouve que la partie imaginaire de G, donc
aussi de G’ est bornée quand c¢ tend vers ¢y : 7, reste donc a hauteur bornée, donc
dans une bande B limitée par deux horizontales.

Quand c tend vers ¢, le bord de Y7 admet une position limite sur le plan, donc aussi
la courbe qu’elle définit sur le cylindre, uniformément sur tout compact ; le relevement
de Y7 dans C restreint a la bande B admet donc une position limite; comme 7,, le
rencontre, il reste en fait a distance bornée de 0, donc dans un rectangle de C.

Ala limite, un nombre borné de relevements de domaines Y; (i > 1) rencontre ce
rectangle borné, donc M(c) est borné. Cqfd.

Quitte & multiplier w par une puissance de 2* pour certains ¢, on supposera que
R(K.,0)(w) et R(K.,0)(w/2¥) sont sur Yy, et donc qu’entre ces deux valeurs du
potentiel, R(K, 0) évolue dans Y7 U---UY},,. Cet arc de rayon s’obtient par dévelop-
pement a extrémités sur Yy, du lacet défini sur le cylindre par la premiere entrée du
rayon, entre s et s/2F.

On notera w(c) le point critique de f* variant continiment avec ¢ et égal pour cg

au point critique de fC"0 situé dans la composante de Io( ¢, adjacente a « : il existe i
tel que fl°(w) =0, avec 0 < iy < k.

De plus il existe un ng tel que f°(w) soit dans Y; pour ¢ suffisamment proche
de ¢p; on peut enfin supposer, quitte a ne regarder que des ¢ encore plus proches de
co, que pour j < k(ng+1) et j # kng, f¥(w) € U. On notera & le point sur le cylindre
correspondant & (f¥)(w).

Proposition 6. — ¢ est sur R(M,2%0) si et seulement si le lacet injectif défini sur le
cylindre par la « premiére entrée » de R(K.,0) dans U passe sur @.

Démonstration

— Si le lacet défini sur le cylindre par la « premiere entrée » de R(K., 6) passe sur
w, d’aprés ce qui précede, sur [w/2™, w], le lacet passe sur un point de U ayant pour
projection sur le cylindre & et situé dans un Y; (1 < i < M) donc sur un (f¥)mo+i(w)
(0 <49 < M—1): le raisonnement de XII montre qu’alors R(K., ) passe aussi sur
fE(w); dés lors R(K.,2%0) passe sur ¢, donc ¢ est sur R(M, 2%8).
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— Réciproquement si ¢ est sur R(M,2%0), R(K.,0) passe sur f2*(w) = fk-io(c)
donc aussi sur tous les f¥ (w)(i > 2) et le lacet défini sur le cylindre par la « premiere
entrée » de R(K,, 6) passe sur w. Cqfd.

Analysons alors ce qui se passe alors lorsqu’on n’est pas sur R(M,2%0) : le lacet
sur le cylindre est alors, puisqu’injectif, homotope dans le cylindre privé de w a un
paralléle situé soit d’un coté soit de I'autre de w ; en revenant aux développements sur
Y1 U+ UY), on voit que cela exprime que I'arc de lacet R(K, 0) [, /2% ] DeUt étre
amené dans Y7 ... Yy ~ {(fF)"0+(w) (0 <i < M —1)} sur @ ou 3 en astreignant ses
extrémités a glisser sur dY)y, de sorte que 1'une reste 'image de I’autre par fF tout
au long de I’homotopie.

Vu le cadre (6 \ U, R(M, 2¢6)) olt nous nous sommes placés pour énoncer les
propositions 3 & 5, nous sommes hors de R(M, 2% 0) donc dans le cas analysé ci-dessus.

b) Retour dans U

Proposition 7. — I existe un N > 1 (indépendant de c) tel que, sur lintervalle
[w/(2F)N+ w/(2F)N], R(K.,0) soit dans UT(c).

Remarque. — Cette proposition exprime que le rayon, qui apres l'intervalle [w/2%, w]
va bientot franchir la courbe d’entrée et quitter la zone U garde un comportement
controélable hors de U et revient sagement dans U' au bout d'un temps borné.

Démonstration

«) Premiéres limitations sur 'emplacement du rayon. — Pour un n > 0 fixé et tout ¢
tel que 1 < i < M, (fF)~"(Y;) a un nombre fini de composantes connexes, au plus 2¢".
Elles seront appelées « zones » par la suite.

Entre w/(2F)" et w/(2%)" 1, R(K,,#) évolue alors sur les 2*" M (au plus) zones
ainsi définies.

Lemme 1. — II évolue en réalité sur seulement M - 2M telles zones au plus, pour ¢
assez proche de cy.

(N.B : la condition de proximité dépend de n, mais ce ne sera pas génant pour utiliser
ce lemme).

Démonstration. — Comme plus haut prenons ng tel que (f*)™ (w) € Y, et supposons
¢ assez proche de ¢ pour qu’aucun (f¥)*(w’) pour 0 < i < n et w’ point critique de
f¥ hormis les (f¥)7(w) (no < j < no+ M — 1) ne soit dans Y U -+ U Yy,.

Entre w et w/2%, R(K,, ) évolue sur M zones.

Entre w/2% et w/(2%)2, il évolue a priori sur 2¥ - M zones au plus : les composantes
connexes des images réciproques de Y U- - -UY)s par f¥; mais (sing > 1) Y1U---UYyy
ne contient pas de valeur critique de f¥ : les 2F images réciproques de Y; U--- U Yy,
sont donc disjointes deux a deux et puisque ’arc de rayon correspondant aux t €
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[w/(2%)2,w/2*] est connexe, il ne peut évoluer que dans une seule des déterminations
de (f*)=Y(Y1 U---UYas), donc sur M zones au plus.

Ainsi, chaque fois qu’on prend une image réciproque, on restera sur le méme nombre
de zomes, sauf lorsque la région dont on prend l'image réciproque par f¥ contient
une valeur critique de f¥. Par les limitations imposées sur la position vis-a-vis de
Y1 U---UY)s de lorbite des points critiques, cela n’arrive que M fois exactement ; ces
fois 14, la région dont on prend I'image réciproque par f* contient une valeur critique
exactement, qui est f¥(w). Ses images réciproques sont alors regroupées en 2% — 1
composantes connexes, formées en général de M zones, sauf celle de w qui est formée
de 2M — 1 zones. En tout cas, cette opération fait au plus doubler le nombre de zones
sur lesquelles évolue le rayon.

Finalement, pour les images réciproques n-émes, on a bien la majoration annoncée
(par M - 2M). Cqfd.

Le rayon, qui ne passe pas par w quand on le regarde sur le cylindre, peut, comme
nous l'avons remarqué, étre ramené sur o ou [ (en un sens précisé a la fin du a)).
Nous allons voir que la seule connaissance de la position du rayon par rapport a w sur
le cylindre permet de déterminer 2™ branches (au plus) de (f¥)~" (certaines étant
divaluées) & appliquer & chacun des Y; (1 < i < M) pour obtenir les M -2 (au plus)
zones définies plus haut.

Soit en effet V' la région simplement connexe que couvre le rayon quand on le dé-
forme en « (ou @) sur Y; U --- U Yas sans rencontrer les points (f*)/(w) (ng < j <
no+M —1). (f¥)7"(V) a alors effectivement 2¥ composantes connexes, d’adhérences
disjointes ; une seule contient « (resp. #) dans son adhérence. Celle-ci est alors conte-
nue dans la région ol évolue effectivement le rayon entre w/(2F)" et w/(2F)"*!, car
I’homotopie faisant glisser le rayon sur « (resp. 5) peut a chaque étape étre relevée
en une homotopie qui fait glisser le rayon sur « (resp. 3) dans (f*)~(Y1 U---UYyy)
(0 < i < n). Les 2M branches (au plus) de (f¥)~" & considérer sont ainsi celles qui
envoient Y7 U- - -UY}y sur la composante connexe de (f¥)~"(Y;U---UYa) qui contient
« (resp. #) dans son adhérence.

B) Observations sur la dynamique de z — (322 +1)/(2% + 3). — Nous allons utiliser
la conjugaison entre la dynamique de fck0 sur la composante connexe de K., adjacente
daget Fize (32241)/(22 +3) sur D.

On notera U™, Y; (pour ¢ > 0) les transformés de U~ (cy), Yi(co) par cette conju-
gaison ; U+ sera le transformé de Iintersection de U™ (co) avec la composante de K,
adjacente & a. Nous serons amenés a introduire une courbe v dans D : -y sera définie
sur R* et vérifiera :

(a) Im~ > 0,

(b) sur [1,2[, v(¢t) =t/3 —1/3,

(c) 7(2t) = Fy(®)]-
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Cette courbe v est bien définie et unique : en effet (c) permet de la définir sur
[1,400[ ol elle couvre alors le segment [0, 1] de 'axe réel; entre 1/2 et 1, la condi-
tion (c¢) laisse deux choix pour chaque valeur de ~(t), mais (a) fixe alors cette valeur :
ainsi sur cet intervalle v parcourt le segment joignant i/v/3 & 0; de méme (c) et (a)
permettent de déterminer sans ambiguité v sur chaque [1/2"+1,1/2"[. La courbe
ainsi obtenue est continue : elle I'est en effet sur chaque intervalle [2P,2PF1[ p € Z et
par construction comme lim;_,o— v(¢) = v(2), on a aussi continuité aux points de la
forme 2P.

Lemme 2. — Quand t tend vers zéro, y(t) tend vers 1 avec tangente verticale.

Démonstration. — 11 sera pratique de faire le changement de variables w =
(14 2)/(1 — 2). L’application F : 2 — (322+1)/(22+2) de D dans D devient
Fi : w— w+ 1/w du demi-plan Rew > 0 dans lui-méme. La courbe 7(¢) est
transformée en une courbe 7(t) qui vérifie :

(a) Imn > 0,

(b) sur [1,2[, n(t) =t,

(c) n(2t) = Fi[n(t)].
Il est plus pratique de regarder n’, paramétrée par le changement de variables n’(u) =
n(2%) : il faut donc montrer que quand u — —oo, 7’'(u) tend vers linfini dans la
direction asymptotique y’y. Vu l'expression de Fj, un point de Imz > 0 a pour
antécédent dans Imz > 0 un point situé plus a gauche et plus haut; des lors pour
u < 1, Ren/(u) < 2 : la direction asymptotique sera assurée des lors que Im[n’(u)]
tendra bien vers co; par ailleurs, on voit ainsi que si ¢, (u) = Im[n’(u — n)], la suite
©n(u) est croissante pour chaque u € [0,1]. Mais pour u € [0,1] fixé, la suite des
7'(u —n) a une limite (éventuellement infinie), puisque sa partie réelle décroit et sa
partie imaginaire croit. Cette limite doit étre un point fixe de F;, donc l'infini : des
lors la suite ¢,, tend simplement vers I'infini, donc uniformément par le théoreme de
Dini, ce qui assure que n’(u) — oo quand © — —o0. Cqfd.

La courbe « délimite donc une zone A dans D. On notera By le quart supérieur
gauche de D, et B;y1 = [F~1(B;)]N (Imz > 0).

Lemme 3. — Les B; tendent vers 1 quand i — oo (en ce sens que Ve > 0, Jig tel que
Vi>ip, Vz€B;, |1 -2 <¢g).

Démonstration. — Si ce n’était pas le cas, les B; auraient un point d’accumulation a
autre que 1 dans D. Ce point ne serait pas sur 0D : en effet, la monotonie de 'action
de F' sur dD garantit que tout point de 9D finit par tomber sur 0Bj ; or toute image
directe de a doit étre aussi un point d’accumulation de la suite B;.

a est donc dans D, et son orbite est « piégée » dans (Imz > 0) \ (Bo U A). Mais
le lemme 2 rend alors impossible que les F*(a) tendent vers 0 tangentiellement au
rayon, d’out une contradiction, compte tenu de la proposition 2 de IX. Cqfd.
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B3

v) Choix de N. — Nous allons maintenant appliquer ces considérations sur la dyna-
mique de F' pour obtenir des informations sur F *"(171 U---u ?M)

Regardons l’aspect de 571 : il est limité par deux courbes I'y et F(I'1) admettant
des tangentes en 1, qui font 'angle +7/4 avec 'axe réel.

(>

Quitte & grossir R, on peut les supposer incluses dans la région de ’adhérence de A
et celle de la région conjuguée de A (il vaut mieux ne pas essayer de noter cela avec
les notations usuelles!) transverses & 1’axe réel en un seul point.

Motivés en cela par I’étude faite en «, on va s’intéresser seulement aux branches
de F~™ qui envoient ffl U--- UEA/M dans une région qui contient 1 dans son adhérence.

Ces composantes connexes de F‘”(ffl U-- -U}A/M) sont alors dans les régions limitées
par le bord du disque et les deux déterminations de F~"(F™(T;)) qui partent de 1 :
(¢f. zone hachurée dans le schéma ci-dessous).
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Lemme 4. — Il existe Ny tel que pour N = Ny, les deur composantes connexes de
F~™(Y1 U---UY)y) qui contiennent 1 dans leur adhérence soient dans U™ .

Démonstration. — 11 suffit bien évidemment de le montrer pour la composante
connexe de F~"(Yy U --- U Yyy) située au-dessus de I'axe réel. Celle-ci est dans la
région limitée par le bord de D et une courbe, détermination de F~~[FM (I';)].

La courbe Ty qui limite U+ est, elle, formée d’un arc dans A, qui coincide avec
I'; au voisinage de 1, puis la quitte pour rejoindre 0D, délimitant ainsi une région
(la « moitié » supérieure de U *) dans D.

1l suffit donc de montrer que pour N assez grand, F~N+M(I'}) (ot on prend la
détermination de partie imaginaire positive issue de 1) est dans cette région.

On va distinguer F~N*+M(I'; N A) et F~NTM('; N A) (ici A désigne la conjuguée
de A).

F restreint a A est bijectif : on peut donc conjuguer cette restriction de F' & A & une
transformation bijective g du demi-plan de Poincaré; Fj4 a un point fixe indifférent
sur OA : on peut donc choisir pour g la transformation parabolique g(Z) = Z + 1.

La courbe I'y N A est alors représentée dans ce modeéle comme une courbe 7; joignant
un point de Paxe réel & 0o, avec une direction asymptotique 3’y (correspondant a la
tangente & I'y faisant un angle de 7/4 avec Paxe réel), et I'; N A est représentée comme
une courbe 7] coincidant avec y; au voisinage de 'infini et aboutissant en un point de
I’axe réel plus & gauche que le bout de 7; ; la détermination de F~! & appliquer & v,
pour trouver y_ s (correspondant & F~N+M(I'y N A)) est Z — Z — 1 : il est clair
que pour N assez grand, on est & gauche de 7}, et donc F~N+M(I'; N A) est dans U+ .

Pour F~N+M(T'; N A), on va utiliser le lemme 3 : par I'hypothese faite au début
de cette partie v de la démonstration sur la position de I'y, F~V+M(T'; N A) évolue
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dans By _no,—nm (pour N = ng+ M), donc est proche de 1 pour N assez grand, et est
donc aussi dans U™. Cqfd.

0) Un tel N convient. — On va prendre un N > Ny (avec en fait la condition
supplémentaire 0,3(N — M) > 2K, dont la nécessité apparaitra dans les calculs qui
suivent), et vérifier qu’il répond a I’énoncé de la proposition 7.

Les branches de (f*)~" qui, appliquées & Y7, ..., Y, fournissent des régions dans
lesquelles peut évoluer R(K.,0) entre w/(2%)N et w/(2¥)N+! sont en nombre fini
indépendant de c; elles définissent ainsi un certain nombre de « zones » images de Y
par itération de branches de (f*)~!. Pour ¢ = g, on a prouvé en v que ces zones sont
toutes dans U™.

La plupart de ces régions (toutes sauf 2M) ne contiennent pas a; dans leur adhé-
rence (pour ¢ = ¢p) : elles sont alors relativement compactes dans U (co) et restent
incluses dans U™ (¢) pour ¢ proche de ¢y dans 6.

Pour les 2M autres, il faut étudier avec un peu plus d’attention le comportement
de f¥ au voisinage de a ou 3.

On va couper Y7 en trois morceaux : deux sont limités par de petits arcs de cercles
autour de « et de 3 ; le troisieme est le reste de Y.

a

(>3

Ce troisieme morceau ne posera pas de probleme : pour ¢ = ¢y, il ne contient pas
a1 dans son adhérence.

Regardons le morceau proche de « : dans le plan des Z, il correspond a un secteur
proche de —oo du coté des Im Z < 0. il est limité par une courbe qui reste a distance
R’ de zéro. Quitte & diminuer la taille des petits cercles divisant Y7 en trois zones, on
peut supposer R’ aussi grand que nécessaire, et en particulier R’ > R.

N étant choisi, pour R’ choisi assez grand, la détermination de (f¥)~1 A itérer i
fois (N — M +1 < ¢ < N) et a appliquer & Y7 pour fournir les M zones proches
de « considérées s’écrit Z = (1 + ALA)’lZ’ + 1 a un terme d’erreur pres, dont le
module est majoré par a/100 (il suffit de prendre R’ assez grand pour étre stir de
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rester hors de Dg pendant N itérations de ce (f¥)~1). Pour R’ choisi assez grand
et c assez proche de ¢y la partie réelle est augmentée alors d’au moins 0,9 a chaque
application de (f¥)~! et on est siir de se retrouver en fin de compte apres i itérations
(N—M+1<i< N)dansReZ > 0,Im Z < 0 : le petit secteur autour de o dans Y3
est bien envoyé dans U™ (c) par (fF)=N=M+1...(f¥)=N pour ¢ assez proche de co.

Le calcul est un peu plus délicat pres de (3. Ici on utilise le fait que A}, donc aussi
la coupure faite entre A’ et iR, varie entre deux verticales InZ = —K et InZ = K.

Pour |Z — A] > A/2, (f¥)™! est approchée par la similitude Z : (1+ )12 +1
qui augmente la partie réelle d’au moins 0,4 dans la zone considérée, pour c assez
proche de ¢ ; si on tient compte de l'erreur majorée par a/100 on est siir que la partie
réelle sera augmentée d’au moins 0, 3. Ici on va utiliser la condition supplémentaire
0,3 (N — M) < 2K. On choisit R assez grand pour étre siir que les N itérations de
(fF)~1 ne laissent pas dans le plan des Z entrer dans D g et continuent & augmenter
la partie réelle d’au moins 0, 3; deés lors on est str (pour ¢ assez proche de ¢g) qu’en
i itérations (N — M +1 < i < N) on est a droite de ImZ = K.

Pour | Z — A| < A/2, les inégalités de « Arriver au bon port » montrent que, (f*)~!
ressemble a la similitude de centre A’ et de rapport (1+ 4)~! & #‘FA”Z — Al pres;
son itération i-eme (N — M + 1 < ¢ < N) décale donc comme cette similitude &

%'Z — Al| pres; ce qui garantit qu'on a effectivement tourné et quon est « &
droite » de la coupure entre A’ et iR. Cqfd.
c) Construction d’un pieége. — Pour ¢ proche de ¢p, on a un s(c) tel que
R(K.,0)(s) soit sur la courbe de sortie et qu’entre s et s/2%, R(K.,0) évolue dans
Ut(e).

R(K,0) finit par rencontrer la courbe d’entrée pour un potentiel w(c).

La proposition 8 montre alors que (pour ¢ assez proche de ¢y), il existe alors t < w(c)
tel que, sur [t/2%, 1], R(K.,0) évolue de nouveau dans U™ (c).

Posons 7(c) = sup{t | t < w et sur [t/2% t], R(K,,0) évolue dans Ut (c)}. Dés lors
R(K,,0)(r(c)) est sur la courbe de sortie T'.

Entre 7(c) et w(c) il se peut que R(K,,#) rencontre I' en un certain nombre de
points; j’appelle o(c) le parametre compris entre 7(c) et w(c) correspondant au point
d’intersection de I' et de R(K, 0)|(-(c),w(c) le plus proche de R(K., 8)[s(c)] (du méme
coté que R(K,, 8)[7(c)]).

La zone piege P est alors définie comme l'ouvert limité par R(K¢, 0)|(c),s(c)] €t T’
entre R(K,, 0)[o(c)] et R(K.,0)[s(c)].

Remarquons que pour ¢ assez proche de cg, P ne contient aucune des valeurs
critiques de f¥ : en effet en ce qui concerne les f¥(w’) pour des w’ distincts de w(c),
lorsque ¢ = cy, ils ne sont pas dans la région couverte par les images des 2 - 2M . M
branches de (f¥)~* (pour N — M + 1 < i < N) dont Papplication & Y7 fournit la
région ot peut évoluer entre 1/(2%)N et 1/(2¥)N*+! une courbe continue v vérifiant
(2t) = fE (y(t)) et évoluant dans Y; U --- U Yy entre 1 et 2¥; ils n’y sont donc

co
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toujours pas pour ¢ voisin de c¢g. Ils ne sont pas non plus dans U(c) pour ¢ proche de
¢o, donc ne sont pas dans P.

Le méme raisonnement montre que les w” distincts de w tels que fF(w”) = f*(w)
ne sont pas non plus dans P.

De plus, on dispose d’une détermination continue de (f¥)~! sur 9P (égale a
R(K.,0)(u) — R(K.,0)(u/2%) sur la partie de P formée d’un arc du rayon R(K.,,6)
et par la détermination de (f¥)~! qui envoie Wy sur W_; sur la partie de 9P formée
d’un arc de T'), qui envoie P sur une courbe fermée simple P’ incluse dans P’.

Si f*(w) était dans P, un de ses antécédents devrait étre dans P . Puisqu’aucun
des w” # w tels que fF(w"”) = f¥(w) n’y est, ce serait forcément w. Mais on a alors
une absurdité, car si w € P’, fF enverrait P’, courbe fermée simple, enserrant un
seul point critique sur une courbe fermée simple, et si w était sur 9P, il serait sur
R(K.,#) donc c serait sur R(M,2%0), ce qu’on a exclu.

La détermination continue de (f*)~! qui envoie P sur 9P’ se prolonge alors en
une branche holomorphe univaluée de (f*)~! qui envoie P dans lui-méme.

Remarquons enfin, ce qui sera utile par la suite, que pour m > 0 fixé, si on prend
¢ assez proche de ¢y (la condition de proximité dépend de m), on est assuré par le
k)i(w') pour w’ point critique de f¥ distinct de w
et 1 <4 < m, non plus que les w” # w tels que (fF)™(w") = (f¥)™(w) ne sont dans P;
comme f*(w) n’est pas dans P et que tout point de P a un antécédent dans P, on
en déduit que les (f¥)*(w) (1 < i < m) n’y sont pas non plus. En termes de f., cela
signifie que les £2(0) ne sont pas dans P pour 1 < i < km.

Nous avons alors le matériel pour démontrer les trois propositions annoncées :

méme raisonnement qu’aucun des (f,

Démonstration de la proposition 3. — Pour t < o(c), R(K,,0)(t) évolue dans P :

en effet, on voit par récurrence sur n > —1 que la branche de (f*)~! & choisir

pour passer de R(Ke, 0)|(o(c)/(25)m+1,0(c)/(2%)7] & R(Ke,0)|(0(c)/(25)+2,0(c) (25)n+1] €D
voie R(Ke,0)[o(c)/(25)"], qui est dans P, sur R(K.,0)[—c(c)/(2%)""'] qui est aussi
dans P et est donc la branche qui envoie P dans lui-méme.

(fF)=1, de degré 1 d'un ouvert de C dans un ouvert strictement contenu dans le
premier est strictement contractante pour la métrique de Poincaré de P; elle a un
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point fixe qui est @ ou § (selon la position sur le cylindre du lacet correspondant a la
premiére entrée du rayon) : la suite des (f¥)~"(u) converge donc vers a ou 8. Cqfd.

Démonstration de la proposition 4. — On a remarqué que P ne contient aucun des
f{0) (1 < i < km) pour ¢ assez proche de ¢o; comme R(Ke,0)|(s(c) /2%, +oo €St
continu en ¢, il ne passe pour ¢ proche de ¢y sur aucun des f2(0) (1 < i < km)
et R(K¢, 0)(10,s(c)/2) non plus, puisqu’il est inclus dans P. Cqfd.

Démonstration du complément 2 au théoréme 1 de XIII. — Nous savons déja (XIII,
Complément 1 au lemme 1) que si le complément 2 n’était pas exact, ce serait qu'un
rayon externe de M dont l'argument est & dénominateur pair #; aboutit sur une
racine ¢y de composante hyperbolique. Considérons n tel que 2"6; soit a dénominateur
impair. Il existe alors des c¢ arbitrairement proches de ¢ tels que ¢ € R(M, ;) donc
c € R(K.,01) et donc f7(c) = f71(0) € R(K.,2"6,).

~ Si Rk, (2"01) aboutit sur un point d'un cycle répulsif, R(K.,0:) varie continii-

ment comme fonction de ¢ au voisinage de ¢g, donc R(K,,, 01) passe sur co, ce qui est
o]

absurde puisque ¢g € K.
— Si Rk, (2"01) aboutit sur un point du cycle indifférent rationnel, on peut (quitte
a modifier n) supposer que c’est sur a;. Mais alors le fait que l'on puisse trouver ¢
arbitrairement proche de cq tel que f7+1(0) € R(K.,2"61) contredit la proposition 4.
Cqfd.

Démonstration de la proposition 5. — La position du rayon par rapport aux f2(0)
(1 < i < km) ne change pas, a condition que ¢ soit assez proche de ¢g. Pour donner
un sens précis & cette remarque, compactifions C par un point a l'infini dans chaque
direction de demi-droites et prolongeons les R(K,, ) en prenant pour R(K.,8)(c0)
le point & l'infini dans la direction 6 : le rayon est alors continu sur [0, co].

Dans I’espace C ainsi construit, pour ¢ assez proche de cq et pas sur R(M,20),
le rayon R(K,,#) est homotope & extrémités fixes & une courbe 7). égale & R(K,,0)
sur [s(c), +oo] et & un segment de droite entre o ou et R(K,, 0)[s(c)], sans passer
sur les f(0) (1 <i < km).

Ainsi R(K., 6) n’est pas continu en fonction de ¢, mais est homotope a 7., qui, elle,
est continue en ¢. L’extrémité de R(K,,01) pour 2"0; = 6 (avec n < km) est alors
égale & 'extrémité de la détermination de (f.) ™ (7.) qui envoie le point & I'infini dans
la direction 6 sur le point & ’infini dans la direction 6.

Le méme raisonnement que dans le cas des points de Misurewicz, compte tenu du
fait que ’homotopie se passe a chaque étape dans l'espace F' défini alors, montre que
cette extrémité est une fonction continue de c. Cqfd.

Remarque. — Lorsque ¢ # 1, on a 2q cylindres et non plus deux. On peut cependant
reprendre le méme raisonnement a partir de ’entrée du rayon dans I'un des cylindres,
et limiter sa distorsion. Si on est du c6té de 1, alors le raisonnement fait dans le cas
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q = 1 montre qu’en un temps borné, on revient dans la zone définissant le premier
cylindre, et on peut construire le méme piege autour de 31 qu’on avait construit dans
le cas ¢ = 1.

Si on est du c6té du bout en « sur le cylindre, apres avoir traversé la zone corres-
pondant a un premier cylindre, on tombera en un temps fini sur un deuxieme. Mais
on sera la encore du coté du bout en « : pour ¢ assez proche de cg, le rayon évolue en
effet dans un pétale de K., pendant son éventuel passage hors des zones fournissant
les cylindres : on traverse ainsi un deuxieme cylindre, avec de nouveau des limitations
sur la distorsion du rayon pendant cette traversée. Apres avoir traversé les 2q zones
fournissant des cylindres, le rayon revient dans celle ot il avait fait sa premiere entrée,
et un piege se referme autour de a.
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EXPOSE XVIII

COMPLEMENTS SUR LES ARBRES

PIERRE LAVAURS

1. Arbres aux centres et aux racines

Soit W une composante hyperbolique de ]\04 de multiplicité p, et ci...c, ses
racines.(!) Pour tout point ¢ € M et 6§ € Q/Z, le rayon R(K,,6) aboutit en un
point .(f) € K. : on peut donc définir une relation d’équivalence ~. sur Q/Z par
0 ~ec v < '70(9) = '70(9/)'

Proposition 1. — ~ est constante sur W U {cy,...,c}.

Démonstration

Constance sur W. —Pour 60 et 6’ fixés, 'ensemble des ¢ € W tels que 7. = 7.(0') est
fermé dans W puisque ces deux fonctions sont continues en ¢ (c¢f. théoreme de XVII
(en fait, sur W, on est dans le cas « facile » de ce théoreme)).

Soit ¢g € W fixé; pour ¢ proche de ¢ les fonctions ¢ — ~.(0) et ¢ — ~.(6)
fournissent deux points prépériodiques, variant continiment en c, et envoyés par un
nombre d’itérations n constant, sans passer par 0 sur un cycle de longueur divisant
constamment un entier p fixe. Ces deux fonctions vérifient donc toutes deux I’équation
fonctionnelle f77P(a(c)) = fP(a(c)).

Si on suppose 0 ~, ¢, le théoréme des fonctions implicites assure alors 1’égalité de
~e(0) et 7.(0") pour ¢ proche de ¢g : 'ensemble des ¢ tels que 8 ~. €' est donc aussi
ouvert dans W.

Pour tout couple (0,0'),6 ~. € est donc vrai soit pour tout ¢ € W, soit pour
aucun.

Conservation aur racines. —Il est encore vrai, pour les mémes raisons, que pour 6
et 0’ fixés, 'ensemble des ¢ € W U {c1,...cu} tels que v.(0) = 7.(0) est fermé dans
W U {e1,...c,} : la relation d’équivalence est donc plus grossiére en une racine que
dans W.

Prenons 6 et 0’ équivalents en ¢ par exemple.

(D Nous verrons plus tard qu’il n’y a qu’une seule racine, mais nous ne le savons pas encore.
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Si e, (0) = 7v¢, (0") est prépériodique répulsif, le raisonnement fait sur W peut-étre
repris sans modification, et on voit que 6 et #’ sont encore équivalents au voisinage
de c1, donc dans W.

Si e, (0) = v, (0') est prépériodique indifférent, il faut analyser plus précisément
les cycles qui « fusionnent » en c¢g pour fournir le cycle indifférent. Cette analyse a été
réalisée au début de XVI; elle montre que si a(c1) est sur le cycle indifférent rationnel
de f.,, 11y a g+ 1 facons de définir «(c) continue au voisinage de ¢; dans W qui
soit un point périodique de f. ('une est de période kg, les g autres de période k).
Parmi ces ¢ + 1 déterminations, ¢ sont attractives dans W donc en fait une seule
peut recevoir des rayons. Si 7., () = 7., (') est sur le cycle indifférent rationnel,
la continuité de v.(6) ou 7.(8’) en ¢ implique alors que pour ¢ proche de ¢y, on ait
encore 0 ~. 0 ; si, () = v, (0') est prépériodique indifférent rationnel, il existe n tel
que v, (2"0) soit indifférent rationnel : comme ~.(6) et v.(0") vérifient alors tous deux
Iéquation fonctionnelle f7(7.(0)) = f*(7:(0")) = v.(2"0), ce sont les mémes branches
de f7™(7.(0)) et ils sont donc égaux pour ¢ assez proche de ¢; dans W. Cqfd.

Proposition 2. — Soient ¢ et ¢’ centres ou racines de composantes hyperboliques; si
~e=rve, He et Ha®) sont isomorphes.

Démonstration. — Nous associons a ¢ centre ou racine de composante hyperbolique
un sous-ensemble (fini) ©, de Q/Z composé :

— des arguments externes des points de branchement de ’arbre de Hubbard de f.

— des arguments externes des points de Uy, ...,0U,—1 (ou Uy, ...,U,—_1 sont les
composantes du cycle f. périodique pour f.) qui forment un cycle de longueur n

— des arguments externes des points d’argument interne opposé aux précédents de
Uy, ..., 0U,_1.

Considérons ©.U O, : la restriction de ~ & cet ensemble est la méme pour c et ¢’.
Les rayons externes ayant ces arguments dessinent donc le « méme » motif dans le
plan (au sens de l'existence d’un homéomorphisme du plan conservant les directions
a linfini) pour K. et K. Ce motif divise le plan en un certain nombre de zones.

Lemme. — Pour touti >0, f(0) est dans la méme zone pour c et pour c'.

Démonstration. — On va montrer que pour 6,60 € Q/Z équivalents pour ~.=~. et
distincts, on sait placer f?(0) par rapport & la courbe allant de 0o & co par R(K,, ) U
R(K¢,0") ou R(Ky,0) UR(K,0")

Pour i = 0, c’est évident : K. (ou K.) étant symétrique par rapport a 0, 0 est du
cOté qui laisse le plus grand arc entre 6 et 6’ sur le cercle R/Z.

On va ensuite faire une récurrence sur i : R(K.,0) et R(K,, ") n’aboutissent pas
en zéro, donc 6 # 6’ +1/2: 0 et 8" ont au total quatre « moitiés », 8/2, 6'/2,0/2+1/2
et 0'/2 4+ 1/2. Les rayons indexés par celles-ci se regroupent sur K. en deux points

(D H, et H, sont les arbres de Hubbard pour fe et fe.
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Exemples
1/7
1/14
o 1
O=zo=x3
o/ 11/14
FIGURE 1. ¢ aboutissement du rayon externe de M d’argument 1/7
161/496  37/124 161/992
10/31 9/31 /31 191/992 5/31
/ e / / o \v/ /
2/7 1/7
191/496
12/31
3/31
5/62
o
T4 X
O=xzo=x5

z3

161/248 191/248 {124/31

FIGURE 2. ¢ aboutissement de rayon externe de M d’argument 5/31
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envoyés par f. sur I'aboutissement de R(K, ). Puisque ~.=~, les rayons pour K
se regroupent deux a deux de la méme maniere, divisant ainsi le plan en trois zones;
par I'hypothese de récurrence on sait placer f¢(0) par rapport & ces trois zones; on en
déduit alors le placement de f+1(0) par rapport & R(K,6) UR(K,6'), qui est donc
le méme pour c et pour ¢'. Caqfd.

On va alors déduire du lemme que H est le méme en ¢ et ¢’. Remarquons pour cela
que :

— il y a au plus un point marqué de H. (ou de H. puisque le lemme a montré
qu’ils sont placés de la méme fagon) par zone : c’est dans ce but que I'on a mis dans
O, des rayons aboutissant en deux points de chacune des composantes du cycle de

composantes de Io( ¢

— les points de branchement de H, ou H. sont tous des points ou se regroupent 3
zones au moins des motifs formés par celles-ci.

Deés lors, il n’y a qu'une maniere, du point de vue de la topologie et de isotopie du
plongement dans C de joindre les divers points marqués : sur la frontiere de chaque
zone, formée d’une ou deux courbes on met un point de sortie par courbe, et 'arbre
doit passer par ces points de sortie pour joindre les points marqués. Cqfd.

2. Arbre en une bifurcation

Soit W une composante hyperbolique de J\OJ , p(c) la valeur propre pour f. du cycle
qui est attractif dans W. Nous allons décrire comment obtenir ’arbre H' d’un point ¢
de OW ou p(c) = e*7™/1 avec pged(p,q) = 1, ¢ # 1 (le cas ¢ = 1 a été traité au 1), en
fonction de I’arbre de Hubbard H aux centres de W. Nous dirons que H’ est obtenu
& partir de H par bifurcation d’argument e7P/4, (Pour parler rigoureusement, c’est
bien siir la classe d’isomorphisme de I'arbre que nous construisons).

Description de la construction. — Soient (z;)o<i<k—1 les points marqués de H. Rem-
placons chacun des x; par une petite étoile a ¢ branches, de centre z;, d’extrémités
(Yj)j=iter 0 < € < ¢— 1, numérotés de facon que la rotation de p/q tour autour de
x; applique y; sur yj++ (mod kg). On a ainsi des points yo, . .., Yrg—1-

Quand un brin de H arrive en un point x;, on le fait arriver en I'un des y; avec
j =i mod k. Il y a une maniere unique de faire cela de fagon que 1’arbre H' obtenu,
muni des y;, satisfasse & la condition de Hubbard : 3F : H' — H’, continue injective
sur chacune des composantes de H' coupé en yo, avec F(y;) = yi+1, F(Ykg—1) = Yo-

Justification de la construction. — Soit ¢; un centre de U, et considérons ©., défini
comme au début de la preuve de la proposition 2. Le raisonnement de la proposition 1
montre immédiatement que le graphe de ~. contient celui de ~, ; de surcroit les
points d’aboutissement des rayons indexés par ©. aboutissent dans K., sur des points
périodiques répulsifs ou prépériodiques répulsifs sans étre sur I'orbite inverse de zéro,
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Exemple

Y2
Y10 Ys

Y13
Y1

T2 X1

Y14

Y9

Y12 Ozyozygo
e0=xy=x25; P_2
q 5

Y3 Y15

donc qui ne « fusionnent » pas : comme en une racine, nous voyons donc que ces rayons
dessinent le « méme motif » dans le plan de K, et celui de K, (ici, on n’a utiliser que
le cas « facile » de XVII). Le lemme de la proposition 2 peut alors étre appliqué : on
sait placer les (y;)o<i<kg—1 par rapport aux rayons de O.. L’arbre H' s’obtient donc
en remplagant dans l'arbre H le point (x;)o<ick—1 par le sous-arbre engendré par les
(Yj)j=iter (0 <€ < g—1). Or ce sous-arbre est associé aux ¢ composantes adjacentes
a un point périodique de période k : c’est donc bien I’étoile a g branches décrite.

H’, isomorphe & I’arbre de Hubbard pour un ¢ racine de composante hyperbolique
vérifie la condition de Hubbard.

Il reste a vérifier que cette construction n’est pas ambigué, c’est-a-dire qu’il y a
bien une maniere unique de placer les étoiles sur H. Mais, & désignant le degré, la
condition de Hubbard entraine aisément (cf. IV, Prop.4),

yo) =2, 6(y1) =1<68(y2) <+ <6(Yng—1) < 2=6(Yrq)

(en posant yrq = ¥o); en x1, il sera donc nécessaire d’attacher I’étoile a H par son
sommet ayant le plus grand indice.

Enfin l'injectivité de F sur les deux composantes de H' coupé en yg permet de dé-
terminer comment les étoiles sont envoyées les unes vers les autres (le chemin partant
vers I’étoile contenant yo étant envoyé sur le chemin partant vers ’étoile contenant y1 ),
donc de compléter la numérotation des points (y;)ogigkg—1 sur les étoiles. Cqfd.

3. Calcul des arguments externes dans M

Soient ¢; une racine d’'une composante hyperbolique W de J\o4 et H son arbre de
Hubbard. Nous allons montrer comment on obtient ses arguments externes dans M
au vu de l'arbre H. Soient 9 = 0, 1 = ¢...xx = 2o les points marqués de H (ou
k est la période de z(). Choisissons une application F' : H. — H. continue, telle que
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F(x;) = xi41, injective sur chaque composante de H, coupé en 0. On suppose qu’on
a choisi F' de fagon qu’elle ait un point périodique a;; & l'intérieur de I’aréte qui meéne
a x1 (rappelons que x1 est une extrémité de H.). La période de «; est alors k. Les
arguments §_ = arg_(c) et 6, = arg_ (c) sont alors les deux arguments de a1, calculés
suivant Palgorithme décrit en VII, §4 (qui n’utilise que les données combinatoires).

Variante. — On peut (comme dans la note CRAS de janvier 82) mettre oy en z1, mais
on met seulement un bourgeon aux points extrémaux de H, (au lieu d’une infinité), et
on choisit la dynamique sur les acces aux z; (qui n’est pas déterminée pour o — 1)
de fagon que ces acces soient périodiques de période k.

Montrons que cet algorithme convient : il est bien évident que le résultat ne dépend
pas de la position du point «; sur I'aréte qui mene a x; ni du F' choisi; le point
périodique indifférent rationnel est dans ’arbre H,. justement sur ’aréte en question,
éventuellement en son origine a (cf. XIV, Prop.4]); sl est strictement sur Paréte le
calcul fait ci-dessus donne tous ses arguments externes dans K. qui sont donc deux :
on est dans le cas ¢ = 1 (racine primitive) et on a bien trouvé les arguments externes
de ¢ dans M ; s’il est en a, le calcul donne le méme résultat que celui qu’on aurait en
considérant les accés en a limitrophes & 'aréte [a, 21], ¢’est-a-dire encore précisément
les arguments externes de ¢ dans M.

De cet algorithme et celui décrit au 2 on peut déduire un algorithme arithmétique
pour donner les arguments 0;/q et 0;;/(1 dans M d’un point ¢ de OW obtenu par
bifurcation d’argument e2™/¢ en fonction des arguments externes 6~ et #7 dans M
du point c;.

Si ¢; = 1/4, arbre de Hubbard de f. est une étoile & ¢ branches indexées de sorte
qu’on passe du point y; au point y;4+¢ par rotation de p/qg tour : on peut a aide
de l'algorithme ci-dessus calculer les arguments externes de ¢ dans M ; on notera
leurs représentants dans ]0,1[ f~(p/q) et fT(p/q) avec f~(p/q) < fT(p/q) : ainsi
fo(1/2)=1/3, fH(1/2)=1/3, f~(1/3) = 1/7, f1(1/3) = 2/7,... 6~ et T désignent
les représentants de 6~ et 67 dans |0, 1] et on suppose 60— <6+,

Proposition 3. — Les représentants de 9;/
niere suivante : on écrit

et 0, dans |0, 1[ s’obtiennent de la ma-
q p/q

. —
0" =.uy ...u,; en base 2
. —
0" =.uf...ul en base?2

puis, dans le développement dyadique de f~(p/q) (resp. fT(p/q)) en base 2, on rem-

place les 0 par des uj ...u, et les 1 par des uf .. u;:
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Démonstration. — 11 suffit d’expliciter ce qui se produit lorsqu’on applique 'algo-
rithme de 3. pour trouver I’arbre associé a c¢ puis celui de la premiere partie de ce
paragraphe pour calculer les arguments associés.
En effet on peut vérifier que dans 1’étoile complétée au sens de VII, I'arc [/, (]
passe par z41 et zp :
Z1
(on note zg le point critique pour cet arbre, -6
zi+1 est image de z; pour sa dynamique).
2 B
Dans l'arbre en ¢, les images réciproques de [—0, 8] passent dans les étoiles en
Y(t—2)g+e €t Yp—1)qe (1 <L LK),

Y13, @y avec F(y) = =3

Y]

Deés lors, si on prend un point a; sur I’aréte menant en y;, un acces a « évoluera

pendant les k premieres itérations comme un acces a x; « a droite » quand on va
vers x1 sur H., si y; est «a droite » de I'arc de yrq—1 & Yrg—qg—1, c’est-a-dire si z
est « & droite » du chemin de zp & z4_1, c’est-a-dire si f(p/q) (ou f*(p/q) selon le
bourgeon en «; considéré) commence par un 0, comme un acces a xr; «a gauche »

si f7(p/q) commence par un 1 : on remplace bien le premier chiffre de f~(p/q) par
—
uj ...u, sic’est un zéro et par uf ...u; sic’est un 1.

On voit aisément que c’est de nouveau ce qu’il faut faire pour chaque série de k
itérations. Cqfd.

Proposition4. — Si ¢1 # 1/4, alors 0 et W sont de part et d’autre de la courbe
L=R(M,04)UR(M,0_)U{c1}.

Démonstration. — En effet 0 et W sont placés par rapport & L comme 1/4 par rapport
& un point ¢ obtenu a partir de ¢; par bifurcation d’argument 1/2. L’algorithme de la
Proposition 3 montre que si 91_/2 et 91"/2 sont les représentants dans 10, 1[ de 91_/2 et

0;?2, onal< 6 < 91_/2 < 9;?2 <6t < 1, donc L sépare bien ¢ de 1/4, aboutissement
de R(M,0). Cqfd.
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SIMPLICITE DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES

[e]
Théoréme 1. — Pour toute composante hyperbolique W de M, lapplication pw :
W — D est un isomorphisme.

On peut donner de ce théoreme plusieurs démonstration. En voici les plans :

Premiére démonstration

Lemme 2 (Gleason). — Toute racine de Py est simple.

(Py, est défini en XIV-6).

Démonstration. — Notons A 'anneau des z € C qui sont entiers algébriques sur Z. Le
polynéme Py, est monique, donc si Py(c) =0 onac € A. Mais Py(2) = (Pr_1(2))?+2,
d'ou P, = 2P,_1P,_; + 1, et si ¢ est racine de Py, on a P/(c) = 1 mod 24, donc
P/(c) #0. Cqfd.

Démonstration du théoréeme 1. — Une composante W a un seul centre d’apres X VIII,
Proposition 1 et Posdronasvili (VI). Ce centre est simple d’apres le lemme 2. Cqfd.

Deuziéme démonstration. — A partir de la proposition 4 de XVIII, on démontre :

Proposition 6. — Soient Wy et Wy deux composantes hyperboliques, c¢1 une racine de
W1 et co une racine de Wa. Sicy # ca, on a Wi NWa =3, {c1} ou {c2}.
Démonstration. — Pour i = 1,2, ¢; regoit deux rayons R(M,0;) et R(M,0; ). On
pose
Li = R(M,0) UR(M,0; ) U {c;}.

Ona Ly N Ly =@, donc C~\ Ly U Ly a 3 composantes connexes Uy, U, Uz avec

oUy =Ly, 0OUy=LiULy, 0U3=Ls.
Si0 e U; on a Wg c Uz U {Cg} et Wl c Uy U {61702} d’ou Wl QWQ C {CQ}. Si
0 € Us, OHan C U1U{Cl} etWQ C U3U{Cg}, d’Olel QWQ =@.S510e€Usona
Wl cUu {Cl} et WQ cUy U {Cl,CQ}, d’ou Wl ﬂWg = g ou {Cl}. Cqfd.
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Corollaire. — Le théoréme 1.

Car on ne peut avoir Wy = W et ¢1 # co.

Troisiéme démonstration
Lemme 3 (Sullivan). — Soit ¢ € W tel que p(c) # 0. Alors p'(c) # 0.

La démonstration utilise le théoréeme d’intégrabilité de Morrey-Ahlfors-Bers.

Démonstration. — Soit {a, ..., ar} le cycle attractif de f.. Le bassin de ce cycle est

Io(, posons V = IO( ~{z | In, f*(2) = a1}. Soit E le quotient de V par la relation
Zy ~ Zy < 3 (n1,n2), [ (21) = f™2(22). Alors F est de facon naturelle une surface de
Riemann compacte de genre 1. Si o est une forme de Beltrami continue de norme < 1
sur E, en notant x : V — E lapplication canonique, o = x*(o) prolongée par 0 est une
forme de Beltrami invariante par f., mesurable bornée de norme < 1 donc intégrable.
Si ¢ : C — Cest tel que dp/dp = 7, 'application po f,op~! : C — C est holomorphe
(parce que ¢ est invariante par f) et propre de degré 2, c’est donc un polyndéme de
degré 2, affinement conjugué 4 un z — z%+c(c). On a ¢(0) = ¢, et Log py,(c(0))/2iT =
rapport des périodes de (F,c). On peut choisir une application continue p — o(p) de

fagon que p — c(o(p)) soit une section continue de ¢ — py,(c). Cqfd.
Démonstration 3 du théoreme 2. — Le lemme 4 et le lemme 2 montrent que p,, :
W — D est un revétement. Comme D est simplement connexe il est trivial. Cqfd.

Pour une quatrieme démonstration, variante de la précédente évitant le lemme de
Gleason, voir I’exposé du Séminaire Bourbaki de novembre 82.
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NERVURES

Nous donnons d’abord une méthode pour étudier un compact plein connexe lo-
calement connexe de C. Le compact M est connexe et plein, mais on ne sait pas
montrer qu’il est localement connexe. Nous verrons cependant que, par son aspect
combinatoire, la méthode que nous proposons peut lui étre appliquée.

1. Points extrémaux

Soit K C C un compact connexe plein localement connexe, et choisissons un centre

pour chaque composante connexe de K. Pour z et y € K, on note [z,y]x 'arc
réglementaire de x & y, et si 1,...,z, sont des éléments de K, on note [1,...,Zn]x
Penveloppe réglementaire de {x1,...,z,} (cf. I1).

Notons vx le lacet de Carathéodory T — OK. Pour z € K, les points de 7;{1 (z)
sont les arguments externes de x.

Proposition 1 et Définition. — Soit x € K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) x € OK et K \ {x} est conneze.
(ii) ¢ a un argument externe et un seul.
(ili) On ne peut pas trouver deux points y,z € K ~\ {x} tels que x € [y, z] k.

Si x satisfait a ces conditions, on dit que x est un point extrémal de K.

Démonstration

a) (non (i)) = (non (iii)) : Si z appartient & une composante connexe U de Io(, on
peut trouver y et z € AU tels que x € [y, z] k. Si K \ {x} n’est pas connexe, on prend
y et z dans deux composantes connexes différentes de K ~\ {z}; alors x € [y, 2] k.

b) (non (iii)) = (non (ii)) : Si x € IO(, il n’a pas d’argument externe. Si z € 0K
et ¢ € |y, z[k, il y a 2 accés & x relativement & l'arbre [y, 2]k (¢f. VII), donc z a au
moins 2 arguments externes.
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¢) (non (ii)) = (non (i)) : Soient ¢ et ¢’ deux arguments externes de z et L =
R(K,t)UR(K,t')J{z}. On peut trouver s € [t,t'] et s’ € [t/,t] tels que y = v(s) # =
et z =7(s') # = (un lacet de Carathéodory n’est jamais constant sur un intervalle).
Alors, y et z sont de part et d’autre de L et = € [y, 2] k. Caqfd.

2. Nervures de K

Mémes hypotheses sur K. Soit (an)nen une suite de points extrémaux de K.
On note t, Pargument externe de a,, et on suppose que o = 0. On pose H, =

[ag, ..., an]K (). Pour chaque n, H, est un arbre topologique fini, et pour n > 1 on
peut écrire H,, = H,,_1 U [dp, an)k, avec Hyp—1 N [dn,an]x = {dn}. Ceci détermine
d, € K.

On note n(t,) et on appelle nervure d’argument externe extrémal ¢,,, ou nervure
d’extrémité a,,, Parc réglementaire [d,, a,| k. Le point d,, s’appelle I'origine de n(t,),
et n*(t,) = |dn, anlk = [dn, an)x ~ {d,} est appelé la nervure stricte d’extrémité a,.
Pour x et y € K, nous dirons que y est aprés x et nous écrirons < y si x € [ag, Y| k-

Nous allons définir, pour tout = € K, deux nombres arg_(z) et arg, (x) de [0, 1].
Pour t € T, notons ¢ le représentant de ¢ dans [0, 1].

~ Si@ € 0K \ {ao}, on pose arg_(z) = infy 1,1 et arg, (z) = sup,c 1, 1.

— Si 2z = ap, on pose arg_(z) =0 et arg, (z) = 1.
[e]
— Si « est le centre d’une composante U de K, larc [ag, 2]k coupe OU en un point

unique y = my(ag) (projection de ag sur U), et arg_(y) et arg, (y) correspondent
A 2 acces A y relativement & [ag, z]x. On prend pour arg_(x) le plus grand des ¢
pour ¢ argument externe de y dans le méme acces que arg_(y), et on définit arg_ (x)
symétriquement. On a donc : 0 < arg_(y) < arg_(z) < arg, (z) < arg, (y) < L.

— Si x appartient a U sans en étre le centre, notons xg le centre de U et soit
[z0, 71]x le rayon interne de U passant par z. On pose :

{argi(xl) si x1 # my(ao),
arg (z) = .
arg, (xo) siz1 = my(ao).
Dans tous les cas, on note I(x) I'intervalle [arg_(z), arg, ()].

On définit également les arguments associés a x :

—si x € OK \ {ap}, les arguments associés & = sont les £, oul ¢ est un argument
externe de z.

— Six = ag, ce sont 0 et 1.

— Si x est le centre d’une composante U de IO(, ce sont les arg_(y) et les arg, (y)
pour y € OU \ {my(ao)}, ainsi que arg_(z) et arg, ().

o
MSi ag € AUy, out Uy est une composante de K (nécessairement unique puisque ag est extrémal),
on prend pour Hy le rayon interne de Up d’extrémité ag et non I’ensemble {ao}.
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— Six appartient a U sans en étre le centre, les arguments associés a s sont arg_ ()
et arg, (z).

Pour tout intervalle I C [0, 1] contenant I'un des %,, on appelle chef-lieu de I le
nombre t,,(1y, ot n(I) est le plus petit n tel que tn € I (je n’ose pas dire « centre » de
peur qu’on croie que c’est le milieu).

Proposition 2. — Soient n € N et x € K. On suppose que © € K ou que = est le
o
centre d’une composante de K

(a) On a x € n*(t,) si et seulement si ty, est le chef-lieu de I(x).
(b) On ax €n(ty) si et seulement si ty, est le chef-lieu d’un intervalle de la forme
[07,0"], ot &' et 8" sont des arguments associés a x.

Démonstration. — Posons 64 = arg, (z); soit z1 le point d’aboutissement commun
de R(K,0_) et R(K,01) (qui est = si & € K). Si x appartient & une composante

U de K, notons z( son centre, et si x € 0K on pose g = . On pose L = R(6_) U
R(04) U {z1}.

(a) Cas x1 = ag. Avec les conventions prises, on a & € n*(tg) = n(tp). Or I(x) =
[0,1], et le chef-lieu de [0, 1] est 0 = ¢o.

(a) 1 # ag, <=. L est homéomorphe a R, et C \ L a 2 composantes connexes Vj
et V1, Vo D R(K,0). Par définition du chef-lieu, on a : a; € Vy pour i =0,...,n — 1,
et a, € V4 U{z1}. Comme d,, € H,_1, 0on ad, € Vo U {z1}.

Sid, =z, soit t; tel que i <neta; >x1;onat; € I(x),donc I(x1) # I(x), ceci
n’est possible que si z = z( centre d’une composante U, et dans ce cas z € |21, ay].

Sid, # x1, on ad, € Vg, et x1 € |dy,ay], et dans chaque cas on en déduit que
x € |dn, an)].

(a) 1 # a9, =>. Gardons les définitions de L, Vp et V3. On a a,, > z. On en
déduit que a,, € Vi U{z1}, d'olt t,, € I(z). Pour i < n, on a a; # z. On en déduit que
a; € Vo U{x;}. On ne pourrait avoir a; = x1 que si 29 > 1, mais dans ce cas x1 n’est
pas extrémal, donc nécessairement a; # x1, a; € Vp et t; € I(x). Par suite, ¢, est le
chef-lieu de I(x).

(b) <=. Posons L' = R(0')UR(0")U[z], z{]k, o x| et 2} sont les points d’aboutis-
sement de R(6') et R(0") respectivement. Notons V{ et V{ les composantes connexes
de C\ L', avec Vy 3 R(0). On a t,, € [#,0"], d'ou a, € V] U{z},z{}. Pour i < n,
onat; ¢[0,0"], dou a;, € V. Par suite, d, € Vj U {xo}, et dans chaque cas on en
déduit x € [dy, an] = n(ty).

(b) =. Si z € 9K, soient ¢’ et 8” des arguments externes de z dans des acces
a H, tels que parmi les points ag, ..., an, seul a, soit entre R(6’) et R(6”). Alors,
tn €10',0"],t; € [0',0"] pour i < n et ¢, est le chef-lieu de [0’,0"].

Supposons que x appartient a une composante U de IO( , de centre xy. Notons y le
point ol [z, ay] coupe OU. Si z & |xo, 7y (ao)], on prend ' = arg_(y) et 8" = arg, (y).
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Si z € Jxo, 7y (ao)], on prend 0’ = arg_(xzg) et #” = arg, (vo). Dans chaque cas, on a
t; € 10',0"] pour i < n, et onat, €[0,0"] car ¢, > y dans un cas et t, > 7wy (ag)
dans lautre. Donc, t,, est le chef-lieu de [¢,60"]. Cafd.

3. Nervures combinatoires

Dans I’ensemble de Mandelbrot M, définissons une partie dénombrable : on note Dy
(resp. D) 'ensemble des centres (resp. des racines) des composantes hyperboliques

de M. Notons D, I’ensemble des points de Misurewicz, et posons D = Dy U D; U Ds.
Nous allons définir pour chaque ¢ € D les arguments (combinatoirement) associés
ac.
— Si ¢ € Do, le point ¢ a dans K. un nombre fini d’arguments externes (qui sont
des rationnels & dénominateur pair). Ce sont les arguments associés a c. Le plus petit
et le plus grand sont notés arg_(c) et arg, (c).

— Si ¢ € Dy, soit a; le point périodique indifférent attirant la composante U; de
(o]

K. contenant c. Les arguments associés a ¢ sont les 2 arguments externes de «;
correspondant aux interpétales adjacents & U;. Le plus petit (resp. grand) est noté
arg_(c) (resp. arg, (c)).

— Si cest le centre d’une composante hyperbolique W de ]\04 , les arguments associés
& ¢ sont les arguments associés aux points de W d’argument interne rationnel (qui
sont des points de D7). Le plus petit et le plus grand sont respectivement arg_(c1) et
arg, (c1), ot ¢; est la racine de W. Nous poserons arg_(c) = arg_(c1) et arg, (c) =
arg, (c1).

— Si ¢ € Dy UDg, pour tout argument 6 associé a ¢, le rayon externe R(M,6)
aboutit en c.

On note (t,) la suite des nombres de [0, 1] de la forme p/2*, ordonnés par k crois-
sants et pour chaque k par p croissants, de sorte que :

p/2¥ =t, avec 2n+1=2F4p.

Remarques

1) Le fait de choisir pour chaque k l'ordre des p croissants n’a aucune importance
pour ce que nous voulons faire, car 'ordre sert & définir les chef-lieux des intervalles
de [0, 1[. Mais chaque intervalle I C [0, 1] qui contient un point de la forme p/2* (en
particulier tout intervalle non réduit a un point) en contient un seul avec k& minimum.
En effet, si p/2% € I et p'/2F € I, avec p et p’ impairs et p’ > p, (p +1)/2F € I, mais
cette fraction se simplifie.

2) Pour tout n > 0, notons a,, le point d’aboutissement de R(M, t,,). Le polynéme
fa,, est tel que 0 tombe en un temps fini sur le point fixe (a,) d’argument externe 0.
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En particulier, a,, € Ds, et il y un seul argument associé a a,,, & savoir t,,. On obtient
ainsi une bijection de {t, }n>0 sur {c | (3k), fET1(0) = B(c)}. [Cela résulte de XIII].

On a ag = 1/4 € D;. On pose I(c) = [#_(c),0+(c)]. On définit la nervure combi-
natoire N (t,) et la nervure combinatoire stricte N*(t,,) par :
N*(tn) = {c € D | ¢, est le chef-lieu de I(c)}
N(t,) ={ceD|(3¢,0" associés a c) t, est le chef-lieu de [0’,6"]}.

Remarque. — Si, comme on 'imagine, M est localement connexe et tout point ¢ €
D1UD, n’a pas d’autre argument externe dans M que ses arguments combinatoirement
associés, on a : N(t,) = n(t,)ND et N*(t,) = n*(¢t,)ND en vertu de la proposition 2.

4. Ordre sur D
Pour ¢ € D, posons I(c) = [arg_(c),arg, (c)]. Nous écrirons ¢ < ¢’ si I(c) 2 I(c)

[e]
ou si ¢ est la racine et ¢’ le centre d’une méme composante hyperbolique de M. Nous
écrirons ¢ < ¢ si ¢ < ¢ ou ¢ = ¢. On définit ainsi un ordre sur D.

Proposition 3. — Soient ¢ et ¢’ dans D. On a I(c) D I(¢') ou I(c') C I(c) ou I(c)N
I(d)=w2.

Démonstration. — Si ¢ est le centre d’une composante hyperbolique W, notons c;
la racine de W ; posons ¢; = ¢ si ¢ € Dy U Dy. Si ¢ n'est pas extrémal®, L(c) =
R(M,0_(c)) UR(M,04+(c)) U{c1} est homéomorphe & R, et L(c) a 2 composantes
connexes Vp(c) et Vi(e) (on convient que R(M,0) C Vo(c)). Siecq = ¢f, ona I(c) =
I(c’). Sinon, on a L(c) N L(c') = @, d’ott Vi(c) G Vi(c') ou Vi(c) 2 V(') ou Vi(c) N

Vi(d') = @, d’ott la conclusion. Cqfd.
Corollaire 1. — Dans l’ensemble ordonné D, toute partiec majorée est totalement or-
donnée.

Démonstration. — Soit X une partie majorée par un point ¢. Pour ¢ et ¢’ dans X,

onal(c)DI(C), I(c) D1I(¢),donc I(c)NI(d)# @, done<c oud <e. Cqfd.

Corollaire 2. — Pour tout n # 0, l’ensemble N*(t,) est un ensemble totalement or-
donné, dont a,, est le plus grand élément.

Remarque. — N(a) = N*(0) = {1/4,0} avec ap = 1/4, 0 > 1/4.

Proposition 4. — Soient c et ¢ deuz éléments de N(ty,) avec ¢ € N (tn,)~N*(t,) ; alors
c<ec.

(2)Si ¢ est extrémal ou ¢ = 0, I(c) est réduit & un point ou I(c) = [0, 1].
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Démonstration. — Si ¢ est extrémal, ¢ = t,, et ¢ < ¢. On suppose ¢ non extrémal.
Soient ¢’ et §” des arguments associés & ¢ tels que t,, soit le chef-lieu de [#’,60"]. On
définit L(€’,0") de la fagon suivante :

Si ¢ € D1 UDsy, on pose L(0',0") = R(M,0") UR(M,0") U {c}.

Si ¢ € Dy, notons ¢} et ¢} les points d’aboutissement de R(M, ') et R(M,6"). On
acyetcf € 0W, ol W est la composante de centre c.

Sic) =cf,onpose L(§,0") =R(M,0)UR(M,8")Uc,. Sinon, on pose L(#',0") =
R(M,0")UR(M,0")Ul[c, | sV e, ¢y~ Dans tous les cas, £(6,0") est homéomorphe
aR,et CNL(0,0") adeux composantes connexes Vy(6,60") et V1(0,0"), avec R(M,0) C
Vo(6,0).

On a V1(6,0') N Vi(¢c) # @, car ces deux ensembles contiennent R(M, t,), et
Vi(0',60") 2 Vi(€) car I(c) contient un t,, avec n’ < n et [¢,6"] non. Si ¢ # ¢}, cf,
ona L(0,0")NL(c =2, don V1(6,0") C V1(¢) et ¢ < ¢. Si on avait ¢; = ] # e,
on aurait V4 (¢) C V1(¢,0") ce qui n’est pas le cas. Si on avait ¢ = ¢} = ¢ = ¢1, on
aurait V1(6',60"”) = V1(¢), ce qui est impossible. On est donc dans le cas ¢; # ¢}, c/,
etonac<e. Cqfd.

Corollaire et Définition. — L’ensemble N(t,) ~ N*(t,) a au plus un point. Sl a un
point, c’est le plus petit élément de N(t,), on dit que c’est Uorigine de la nervure
N(ty,).

Nous montrerons — c’est le théoréme principal de la théorie des nervures — que
toute nervure N(t,) a une origine.
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ARBRE DE L’ORIGINE D’'UNE NERVURE DE M

1. Arbres de Hubbard abstraits

Nous appelons arbre de Hubbard abstrait un arbre topologique fini H, muni d’une
suite prépériodique (x,,) de points, et d’une classe d’isotopie de plongements H — C
(ou ce qui revient au méme d’un ordre cyclique sur les brins aux points de branche-
ment), satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Toute extrémité est l'un des (z;);

(ii) H coupé en xg a au plus 2 composantes;

(iii) I1 existe une application continue F' : H — H injective et préservant 1’ordre
cyclique aux points de branchement sur chacune des composantes de H coupé en xg,
et telle que F'(z;) = z;41 pour tout ¢.

L’application F' est déterminée de facon unique, a isotopie laissant fixe les points
remarquables pres.

Un arbre de Hubbard abstrait est dit périodique ou strictement prépériodique sui-
vant que xg est périodique ou strictement prépériodique pour F'.

L’arbre de Hubbard d’un polynéme f : z — 22 + c tel que 0 soit prépériodique a
un arbre abstrait sous jacent.

Etant donné un arbre de Hubbard abstrait H, on peut définir arg_ (H) et arg L (H),
ainsi que les arguments associés a H, par les algorithmes décrits en VII, en XX et en
XVIII.

2. Résultats et notations

Soit 7 € Q/Z un élément de la forme p/2*. Nous avons I'intention de montrer que
la nervure combinatoire N(7) de M a une origine dans Dy U Ds.
N4
Dans cet exposé, nous allons construire un arbre abstrait H ayant des propriétés

telles que, s’il est ’arbre d’un point ¢ € Dy U Da, le point ¢ est I'origine de la nervure
N(7).

Théoréme. — Il existe un arbre de Hubbard abstrait H ayant les propriétés suivantes :
a) T appartient a I(I;f) = [arg_ (I;f), arg, (I;f)] sans en étre le chef-lieu.
b) Il existe deux arguments 6’ et 6" associés a H tels que T soit le chef-lieu de

0’0"



162 EXPOSE XXI. ARBRE DE L’ORIGINE D'UNE NERVURE DE M

Dans la suite, on fixe 7 = p/2* (avec k > 1, p impair, 0 < p < 2¥). Soit ¢ = a, le
point d’aboutissement de R(M,7). On pose f = f.: 2+ 2>+ ¢, K = K.,H = H,
(arbre de Hubbard de f), 8 = . (point fixe de f d’argument externe 0). On a
fF(e) = fE10) = B, f¥=1(c) = —p, le compact K est plein, connexe, localement
connexe et d’'intérieur vide. Pour x et y dans K, on note [z, y] 'arc de = & y dans K ;
plus généralement, pour toute partie finie A de K, on note [A] 'enveloppe connexe
de A dans K. On pose z, = f™(0). Si X est un arbre et z € X, on note vx(z) le
nombre de brins de X en z.

3. Rang d’un point de K

Pour z € K, on pose rg(z) = inf{r | f"(z) € [8,—0]}. On a donc rg(z) = oo si
(Vr)fr(2) € [B,—0],etrg(z) =0siz € [8,—0]. Sirg(z) > 0,onarg(f(z)) = rg(z)—1.
On arg(c) = k—1. Eneffet, f*=1(c) = -3 € [3,—8], et sik > 2, fF=2(c) € f~1(-B);
c’est un point extrémal de K distinct de § et —3, donc n’appartenant pas a [3, —f].

Remarques

1) Sirg(z) =7 > 0,0n a f"(z) € [0,—0]. En effet, f([3,0]) = [8,z] D [3,0]. Par
suite, f=1([3,0]) C [0,8] U [0,—0] = [3,—0), et si f5(z) € [0,3] avec s > 0, on a
[N z) € [B, P et s > 1g(2).

2) Sirg(z) = r, le point z a deux arguments externes ¢ et ¢’ dans K, admettant

en base 2 des développements t = .€12...6,...,t = €lel ... tels que g; = €} pour
i <7, €41 # rq1 (éventuellement ¢ = ¢', mais avec deux développements différents).
En effet, un point de [, —f] a deux arguments externes ¢t = .0... et t/ = .1..., et

cela caractérise les points de [3, —/3], et les arguments externes de fi(z) s’obtiennent
& partir des arguments externes de z par multiplication par 2¢, ce qui se traduit sur
I’écriture en base 2 par la suppression des i premiers chiffres.

4. L’arbre Z,

Pour tout » € N, on note Z, 'ensemble des z € K tels que rg(z) < r. On a :
Zr+1 = fﬁl(Z’r) U [+/Bv _/8]

Proposition 1. — L’ensemble Z, est U'enveloppe connexe dans K de f~+1(3).

Démonstration par récurrence sur r. — On a Zy = [3,—f8] = [f~1(8)]. Mettons K
sous la forme KUK _, avec K. NK_ = {0}, K_ = —K, et pour toute partie A de K
posons Ay = ANK,, A_. = An K_. L’application f induit un homéomorphisme
de (f~Y(Z,))+ sur Z, et de méme pour (f~1(Z,))_. Si Z, = [f~"+t)(B)], on a
(1 (Z)s = (7~ ()], et de méme avec —.
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Pour toute partie finie A de K contenant 3 et —3, on a [4] = [A+]U[A_]U[8, —0].
Par suite,

=20 = 2 V(1 (Z)- V1B, =B = [H(Z) V1B, Bl = Zrsr. Cafd.
Corollaire. — Pour tout r, l’ensemble Z, est un arbre topologique fini.

Proposition 2. — Pour r € N, l’ensemble Z,.11 \ Z, ne contient aucun point de bran-
chement de Z, 4.

Démonstration par récurrence sur r. — Puisque 0 € Zj, f induit une application
localement injective Z1 \ Zy — Zy. Or, Zy = [—f3, §] n’a pas de point de branchement.
Donc, Z; \ Zy n’a pas de point de branchement. Pour chaque r > 1, 'application f
induit une application localement injective de Z,;1 \ Z, dans Z, \ Z,_1. On voit
alors par récurrence que Z,41 \ Z, n’a pas de point de branchement. Cqfd.

Proposition 3. — Pourr >k —1, on a f(Z,) C Z,.

Démonstration. — Pour tout r € N, on a f(Z,) C Z,_1U f([8, —0]) = Z,—1U[B, 1],
et Z,_1 C Z,. Maissir > k—1,on a [3,z1] C Z,, dou f(Z,) C Z,. Cqfd.

5. Le point y;

On a x1 € Zx_1 \ Zp_o puisque rg(z1) = k — 1. Notons y; la projection de x; sur
Zy—2, C’est-a-dire le premier point (en partant de x1) ou l'arc [z1, 0] rencontre Zj_s.
On pose yn, = "~ (y1).

Proposition 4. — Le point y1 est un point de branchement de Zj_1.

Démonstration. — Pour z € K, siz # 0 et si f(z) est extrémal dans K, z est extrémal.
Comme f3 est extrémal (VIL, §3, lemme 1), si f*(z) = B et fi(z) # 0 pour 0 < i < n,
le point z est extrémal. En particulier, si f¥(2) = 3, z est extrémal dans K.

Or y; n'est pas un point extrémal de Z,_; puisque y1 € [0,21[C |G, z1[. Donc
fF(y1) # B et y1 n’est pas non plus un point extrémal de Z;_». Il y a donc au moins
deux brins de Z;_o en y1, et [y1, 1] est un brin de Zj_; en y1, distincts des précédents
puisque [y1,21] N Zi_2 = {y1} par définition de y;. Cela fait donc au moins 3 brins
de Zk—l en yi. qud

Corollaire. — Le point yy est prépériodique pour f.

Démonstration. — Le point 1 = f(0) est un point extrémal de Zj_;. Par suite, 0
n’est pas un point de branchement de Zj_1, et si z est un point de branchement de
Zy—1 (avec vg_1(z) brins, vg_1(2) > 3), il en est de méme de f(z) (avec vp—1(f(2)) >
vg—1(z)). Comme le nombre de points de branchement de Zj_1 est fini, tout point de
branchement est prépériodique. Cqfd.
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Puisque f~'(x1) = {0}, Pensemble f~'([y1,z1]) est un arc [§, —d]. Les points &
et —¢& sont les points de f~!(y;). L’arc ouvert |6, —[ ne contient aucun point de
branchement Zj_1, puisque f(] — 6, d[) =]y1, z1], et que cet arc, contenu dans Zj_1
Zy—2, ne contient aucun point de branchement de Z;_; (proposition 2).

En particulier, (Vn),y, & ]9, —4[.

Nous allons maintenant définir un point yq : Si y; est périodique de période k, on
a yr = 0 ou —6. On pose alors yg = yk. Si y1 est strictement prépériodique, on a
yn & {6, —0} pour tout n, on prend pour y; 'un quelconque des points § ou —0.

6. L’arbre I;T

V
On note H 'enveloppe connexe des (yn)n>0 dans Zx_; (ou dans K ce qui revient
au meéme).

Proposition 6. — On a f(fvf) cHU [y1,21] et Hn [y1,21] = {y1}.

Démonstration. — Soient (Zy_1)+ et (Zr—1)— les composantes de Zx_1 coupé en 0,
et posons IXM —HnN (Zk—1)+, et de méme pour H_. I’ensemble H est l'enveloppe
connexe des (Yn)nen,, ol Ay = {n |y, € (Zx—1)+}, et éventuellement de 0. Alors,
F(HL) € Hynsibnen, @), F(H-) C Hynsidnen_ i),
et
J(H) € [{ya}erl = HU [yr,1).

La deuxiéme assertion résulte du fait que |y;, 21| ne contient aucun point de branche-
ment de Z;_1, donc aucun des y,. Cqfd.

Remarque. — On peut montrer, en utilisant le fait que f est sous-hyperbolique, que
V N4 Vv

f(H) = HU Jy1,x1], sauf si H = {y1}, ce qui se produit si y; est un point fixe de f.

Exemple :

Proposition 7. — Le point y1 est un point extrémal de H.

Démonstration. — On écrira 1(z) pour vy (2).
Si y1 est périodique de période K, on a :

D(y) < U(y2) < -+ < U(yk) < P(y1) + 1

Vv
en vertu de la proposition 6 et du fait qu’aucun des y; n’est 0. Or H a au moins une

extrémité. On a donc : fvf(yl) <1
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Si 1 est strictement prépériodique, on a :
V(o) =1 < v(y1) < U(ya) <--- .

Or H n’est pas réduit & un point, il a au moins 2 extrémités, d’ott U(y;) = 1. Cqfd.

7. Condition de Hubbard pour H

L’arbre H est muni de la topologique et du plongement dans C induits par ceux
de K (ou de Zy_1, ou de H), et des points (yy,).

Proposition 8. — L’arbre H est un arbre de Hubbard abstrait.

Démonstration. — La condition (i) de la définition du §2 résulte du fait que H est
I’enveloppe connexe des ;. On a V(yo) < V(y1)+1 < 2, d’ott (ii). Nous allons montrer
qu’on a la condition (iii).

Posons ]v” =pof,oup: Zx_1 — Z_1 coincide avec I'identité sur Z;_1 \Jy1, x1], et
applique [y1,x1] sur 1. On a ]v”(fvf) C H en vertu de la proposition 6, et ]V”(yn) = Yn+1
pour tout n. Malheureusement f est constante sur [d, —d] = [yo, —¥yo]-

Si ﬁﬂ]yo, —yo] = @ (ce qui en fait ne se produit que si H = y1), JV“ est injective sur H
et H est un arbre de Hubbard abstrait. On suppose maintenant que cette intersection
est # &, d’ou [yo, —yo] C H. Dans le cas périodique comme dans le cas prépériodique,
le point —% n’est pas un point marqué de H.On a U(—yo) < U(y1) + 1 < 2, donc
c’est un point ordinaire ou une extrémité. Mais, si ¢’était une extrémité, ce serait un
point marqué. C’est donc un point ordinaire (2 = 2), i.e. un point non remarquable.

Soit « le premier point remarquable aprés —yg en venant de yo. L’application }\[a,yo]
est injective sur [a, —yo] et constante sur [—yo, o).

On peut trouver une application continue F : H—H qui coincide avec JV“ (donc
avec f) sur H ~ e, yo[, et au voisinage de «a, et qui est injective sur [o,yo] avec
F(lo,y0]) = ]V”([oz7 +yo]) = ]V”([Oz7 —yo]). Comme j‘ est injective sur chacune des 2 com-
posantes de H ~ | — yo, yo[, Vapplication F' est injective sur chacune des composantes

de H coupé en yo. On a bien sir F(y,) = yn+1 pour tout n. Par suite, H est un arbre
de Hubbard abstrait. Cqfd.

8. Arguments externes de y;

Proposition 9

a) Siyp est strictement prépériodique, les arguments externes de y1 sont les mémes
N4
dans H et dans H.
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b) Siy1 est périodique, tout argument externe de y; dans H appartient d I(IXT) =
foxg_(H), axg, (F1).

c) Siy1 est périodique, les arguments dans H des accés & y1 adjacents & [y1, 1]
sont associés a H.

Démonstration. — Posons H = H U [8, —0]. L’application F:H—H qui coincide
avec F sur H et avec f (et f ) sur [3,—0] H est injective sur chacune des composantes
de H coupé en yq, prolonge F et applique 3 et —f3 sur 3. Par suite, H n’est autre que
Parbre obtenu en complétant H (cf. VII).

a) L’orbite directe de y; ne rencontre pas [9, —d], donc au voisinage de chacun de
ses points, F' coincide avec f. L’arbre H qu’on obtient en faisant bourgeonner H ,
comme indiqué en VII (paragraphe 4) s’identifie & un voisinage de H dans H. Si ¢
est un acces a y, relativement & H, ou a H ce qui revient au méme, les f™(§) et
F™(€) coincident, donc les chiffres du développement en base 2 sont les mémes pour
les arguments de £ relativement a H et H.

b) Notons © ’ensemble des arguments externes de y; dans H (i.e. dans K'). Notons
0_ et 0_ le plus petit et le plus grand élément de ©, et soit § € ©. Soit x la période
de y1, et pour tout ¢ € [0,1] muni d’un développement en base 2 soit ¢;(¢) le i-eme
chiffre apres la virgule de ce développement.

Les arguments 0. = arg_ (va ) et éJr = arg +(I;f ) sont caractérisés par le fait

qu’ils ont un développement périodique de période y, avec Ei(é,) = &(0-)
et sz(é ) = €i(04) pour 1 < i < x. Pour chaque s € N, on a 2% € O,
donc (.€sy41(0), ..., Esx4x(8)) est comprlb entre (.€gy41(0-), ..., €54 (0=)) et
(:€ox+1(04), -, €sx+x(04)). Par suite 0_ <0< 0+

c¢) Soit x la période de y;. Posons g = vz, _, (y1) et définissons p; par la condition
que le brin [y1,z1] est le p;-éme apres [y;, 5] en tournant dans le sens direct. Soit 21
un point sur Jy;, x1[ voisin de y1, posons z, = f""!(z1) pour n < xq + 1. Le point
Zyqi+1 €St aussi sur Jyq, 1.

Notons H 1 Penveloppe connexe de {z1, ..., 2yq} dans Z,_;. Définissons o comme
dans la démonstration de la proposition 8. On peut construire Fy : Zx_1 — Zi_1
coincidant avec f sur Zi_1 \ |yo, &, ainsi que sur chacun des [y;, zi1s4] pour 0 < @ <

—letgtel quel <i+sq < kqg—1, avec Fi(z,q) = 21, et Fi injective sur chacune
des composantes de H 1 coupé en 2p = Zyq-

Larbre H 1 est un arbre de Hubbard abstrait, qui s’identifie & ’arbre obtenu a
partir de H par bifurcation d’argument p/q1. Comme en (a), les arguments de x;
sont les mémes dans H et dans H 1. Les arguments des acces adJacents a [z1,21]

(i.e. & [z1,y1]) sont donc arg_ (Hl) et arg+(H1) ils sont associés & H. Cqfd.
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9. Démonstration du théoréme

Notons 0_ et 6, le plus petit et le plus grand argument externe de y; dans K
(ou dans Zj_1, c’est pareil). Notons 6’ et 6” les arguments externes des acces a y;
relativement & Zj_; adjacents & [y1,x1], avec 6/ < 6”. On a donc §_ < 0" < 0" < 0.

V

Les arguments 0’ et 6” sont associés a H.

L’argument externe de x1 dans K est 7 et on a 6/ < 7 < #”. Pour tout 7’ = p’/2k/
avec k' < k, le point v(7') de K, d’argument externe 7/, est une extrémité de Zj_o,
donc 7' & [#,0"]. L’argument 7 est donc le chef-lieu de [¢’, 6”].

Le point y; n’est pas un point extrémal de Zj_o, donc il existe un point extrémal
¢ € Zk—2 tel que y1 € ]5,¢[. On a argy(¢) € [0—-,04], et argg (¢) est de la forme
P - 2% avec k' < k (proposition 1). Par suite, 7 n’est pas le chef-lieu de [0_,6].

On a I(I;T) D [_,04] D [0,0"], donc T appartient & I(H) sans en étre le chef-
lieu. Cqfd.
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EXPOSE XXII

ADRESSES

1. Origine d’une nervure

Nous gardons les notations des deux exposés précédents. H est ’ensemble des
classes d’isomorphisme d’arbres de Hubbard abstraits. Pour chaque H € H, on a
défini les arguments associés et 'intervalle I(H) = [arg_(H),arg, (H)].

Ceci permet de définir des nervures en termes d’arbres : pour 7 = p/2F avec k > 0,

Ny(r)={H € H | (36,0" associés & H) T est le chef-lieu de [¢',6"]}
Ni, (1) ={H € H | 7 est le chef-lieu de I(H)}.

Nous avons montré dans XXI le théoreme suivant :

Théoréme 14. — Pour tout T de la forme p/2% avec k > 0, il existe un arbre H €
Ny (1) N Nf (7).

V
Mais nous ne savons pas si le H ainsi construit est bien l'arbre d’un point ¢ de

Dy UDs.
Cependant, nous allons montrer le

Théoréme 2. — I existe ¢ € Dy U Dy tel que tout argument associé a H soit associé
ac.

Nous en déduisons aussitot le
Théoréme 1p. — Pour tout 7 = p/2¥, k > 0, la nervure Np(7) a une origine.
La nervure Np(0) se compose des points 0 et 1/4. Nous conviendrons que 1/4 est

Porigine de Np(0), bien qu'’il appartienne a N}(0). Dans la suite, nous écrirons N
pour Np.
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Nous appellerons arguments propres d’un arbre abstrait H ses arguments associés
s'il est prépériodique, mais seulement les arguments arg_(H) et arg, (H) s’il est pé-
riodique ; pour ¢ € D1 U Ds, les arguments propres de 'arbre f, sont les arguments
associés a ¢, c’est-a-dire les arguments externes de ¢ dans M.

Nous fixerons un 7 = p/2*, k > 0; nous noterons ¢, le point de M d’argument
externe 7, H l’arbre de Hubbard de f._.

Construction du point annoncé au théoréme 2. — On prend les arguments propres
01...0, de H ; on regarde les points de DoUD5 plus petits que ¢, (au sens de la relation
< de (XX, 4)) dont I’arbre admet un 20; (i > 0, 1 < j < n) pour argument propre.
Ceux-ci sont en nombre fini; comme ’ensemble des points de Dy U Do plus petits
que ¢, est totalement ordonné (XX, prop.3, cor.1), il y a un plus grand élément c
parmi les points avant ¢, dont ’arbre admet un 2iTj pour argument propre : nous
montrerons que ¢ répond a 1’énoncé du théoreme 2.
Pour ¢; € M, ~,, désigne la relation d’équivalence sur Q/Z définie par

0 ~¢, 0 < 0 et § sont arguments externes du méme point de K., .

N4
Nous allons maintenant montrer comment H permet de définir une relation ~ g
sur

A={20;1i>0,1<j<n}uU{:+20;|i>01<j<n}.

La construction de l'arbre complété de H au début de la démonstration de la pro-
position 9 de XXI et 'algorithme décrit dans XVIII § 3, permettent, pour tout point

Vv
prépériodique de H, de définir des « arguments combinatoires associés » rationnels.
Contrairement a ce qui se produit dans les ensembles de Julia, il se peut que deux
points distincts de H aient des arguments combinatoires égaux.

Pour 6,6’ € A, on posera 6 ~y 0" lorsqu’il existe un point de H de la forme y;
ou —y; admettant o et o’ pour arguments combinatoires. (Nous ne prétendrons pas
pour I'instant que ~y est une relation d’équivalence.)

On a défini y; pour tout ¢ > 0 avec y;+1 = f(y;), f étant la dynamique sur H ; pour
1 > 1 dans le cas prépériodique, ¢ > 0 dans le cas périodique, y; est aussi un point
bien défini de H.

La proposition suivante complete la proposition 9 de XXI :

Proposition 1

a) Tous les éléments de A sont arguments externes de points y; ou —y; (i = 1)
de H.

b) Pour tout i > 0, les arguments combinatoires de y; dans H sont des arguments
externes de y; dans H.

Démonstration
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a) 0; est un argument externe de y; (1 < j < n), donc pour i > 0, 20; est un
argument externe de ;1 ; % + 2i9j est alors un argument externe de —y;.

b) Dans le cas prépériodique comme dans le cas périodique, avec les notations de
XXI, y; € [0, d] et on peut recopier la preuve de XXI, proposition 9 a). Caqfd.

Corollaire. — ~p= (~c,)|a.
On notera vy («) le point de M d’argument externe o pour o € Q/Z.

Lemme 1. — Soit U la composante connexe de M ~ {yar(2°6;) | i > 0,1 < j < n}
contenant c,. Sur U, (~¢)|a est constante.

Démonstration. — Soient 0,0’ € A. Montrons que Pensemble des ¢; € U tels que
0 ~., 0 est ouvert et fermé dans U.

Il est fermé car 0 ~., 0" <= 7., (0) = 7, (0") ol v, (6) (resp. v, (0"))désigne
Paboutissement du rayon d’argument 6 (resp. §’) dans K.,, et ., (f) comme 7., (¢')
est une fonction continue de ¢1 (¢f. XVII; on n’utilise ici en fait que le cas « facile »
du théoréme).

I est ouvert car par le choix des points retirés & M, v, (2'0;) ou 7, (3 +2%0;) (pour
i 20,1 < j < n) est prépériodique répulsif et pas dans 'orbite inverse de zéro pour
fei, donc il n’existe au voisinage de ¢1 qu'une détermination prépériodique du méme
type possible pour la fonction continue ., (2'6;) ou e, (3 + 2'6;). Cqfd.

Lemme 2
— Sic est périodique, (~c.) ,= (~c)|a-
— Si c est strictement prépériodique, le graphe de (~.)|a contient celui de (~c,)|a-

Démonstration

— Dans le cas périodique, U définie au lemme 1 contient ¢, car sans cela 'un des
points var(2°6;) (i = 0, 1 < j < n) serait compris entre ¢ et ¢, au sens de la relation
d’ordre sur D, ce qui contredirait la construction de c. Deés lors, le lemme 1 entraine
(~e,)ja = (~e)ja-

— Dans le cas strictement prépériodique, on peut seulement dire que ¢ € U par le
méme raisonnement; les relations a@ ~ o’ ouvertes en ¢ (i.e. a 4. o) le restent au
voisinage de ¢ donc dans U, d’ou I'inclusion annoncée. Cqfd.

Remarque. — Ce qui peut se produire dans ce cas, c’est, si ¢ est de la forme y/(2°6;)
aveci, > 0et 1 < j < n,queles 2i°9j et les %—1—2%@-, non liés pour ~, se regroupent
pour ~; pour i < i,, les 2i9j et les % + 2i9j aboutissent dans K. en des points
opposés, donc ne se lient pas mutuellement.

On en déduit donc, compte tenu du corollaire de la proposition 1 :

Corollaire. — Si ¢ est dans Do, ~ = (~e)ja-
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Preuve du théoréeme 2

Cas ot H est périodiqgue. — Il y a ici seulement deux 60, : 6; et 02, qui sont a dénomi-
nateur impair. Par définition de ¢, un argument propre au moins de ’arbre associé a ¢
est de la forme 2%0; (i > 0, j = 1,2); quitte & renuméroter 6; et f2, nous supposerons
que c’est 2'0; qui est dénominateur impair : ¢ est donc dans Dy.

Vu la construction purement arithmétique des arguments associés a un arbre pé-
riodique en fonction des arguments propres faite en XVIII, §3, il suffit de montrer
que ’arbre associé a c et H ont mémes arguments propres. Puisqu’il est égal a I’arbre
associé a ¢ (c¢f. XVIII prop.1 et 2), on pourra regarder l'arbre & la racine c¢; de la
composante hyperbolique de M dont c est le centre.

— Cas ot ¢1 est racine d’une composante primitive (i.e. la valeur propre du cycle
indifférent rationnel est 1). Des lors, tout rayon aboutissant au point du cycle indif-
férent rationnel qui attire ¢; dans K., fournit un argument propre de ¢ ; puisqu’il
arrive deux rayons externes de M en ¢y, il y a exactement deux tels rayons. On a
200, ~y 2900y, donc 200, ~., 20y et les arguments propres de I'arbre de c; sont
donc 2%0; et 296, pour un ig > 0. Il reste & montrer que 59 = 1 : sur un cercle,
joignons par un segment le point d’argument 26, et le point d’argument 2?0y d'une
part, le point d’argument % + 2%, et le point d’argument % + 20, d’autre part, pour
chaque i. Si k est la période de 61 ou 2 pour la multiplication par 2, ig se reconnait
A ce que les segments de 20Tk=1g, § 2i0tk=19, et de % 4 Qioth—1g 3 % 4 Qiothk—1g,
délimitent une région qui contient le centre du cercle; or c’est précisément le cas pour
io = 1 (les rayons d’arguments 2%0;, 2505, 3 +2%0; et 3 + 260, aboutissant dans H
en d et —J avec les notations de XXI).

0, et 0> sont bien les arguments propres de c;.

— Cas ot ¢1 n'est pas primitive. Ici f., agit transitivement sur les rayons aboutissant
aux points du cycle indifférent rationnel ; comme 6, ~y 02, on a aussi 61 ~,, 02, donc
05 est de la forme 26; pour un a > 0. Comme dans le cas ou ¢; est primitive, joignons
par un segment les 2°9; aux 20, et les % + 2i0; aux % + 2%0,. La encore les segments
de 250, & 250, et % +2%0; & % + 2Fg, délimitent une région qui contient le centre du
cercle, ce qui montre que ce sont bien 6; et 62 qui sont dans K., les rayons adjacents
au pétale contenant c;, et ce sont bien les arguments propres de c;.

Cas ou H est strictement prépériodique. — Comme dans le cas précédemment traité,
joignons sur un cercle les points d’arguments a et o’ pour tout couple a, ¢’ de points
de A équivalents par ~ g, et qui sont donc aussi équivalents pour ~. (cf. lemme 2).

— Cas ot ¢ € Dy. On va montrer que ce cas ne peut se produire. Il ne suffit pas ici de
regarder ~ mais il faut revenir a ~,_, égale & ~. sur A d’apres le lemme 2. On peut
alors, dans le schéma auxiliaire, ajouter des segments entre les arguments externes
de § (resp. —9). Comme 0 et —d sont de part et d’autre de zéro sur H (¢f. XXI, §5 :
il n’y a pas de point de branchement de Zj_; sur | — 4, §[), on peut donc trouver « et
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o' tels que 2a et 2/ soient un 6; et un 65 (1 < j < n, 1 < j < n), dont les rayons

associés aboutissent dans K. en d, et tels que sur le schéma auxiliaire, les segments

de a & o et de § + « & 1 + o séparent le centre du cercle de tous les segments
~Y

correspondant a (~ v)|4. On a alors la situation suivante :

v
H

2k=1p
@
21«—19!
, %+a
“ 14 2k-19
1 2
5 +a
1 k—1
5+ 281

Si 0 et ¢ sont les arguments propres de 'arbre de ¢, et k 'ordre du cycle de f.,
on a alors une absurdité, car le raisonnement du lemme 1 montre que R(K,,a) et
R(K., ') aboutissent encore en un méme point, qui devra étre sur l’arc réglementaire
dans K, joignant les aboutissements de R(K.,25710) et R(K,, 3 +2F716); mais cet

arc est dans IO( ¢, d’ot1 une contradiction.

— Cas ot ¢ € Dy. On peut définir o et o/ comme ci-dessus. Si un 2i9j (1<j<n,
i > 0) est argument propre de l'arbre de ¢, tous les autres 20, (1 < j/ < n) le
sont aussi, puisqu’ils sont ~. équivalents & 2'0;. Supposons que ce soit le cas pour un
io > 0. D’aprés la remarque qui suit le lemme 2, tous les 20710; et les $ 4 2071¢;
(1 < j < n)sont alors ~. équivalents. On a donc une situation :

34200710,

Comme la relation ~ est non croisée, cela impose que R(K., «) aboutisse aussi en
zéro, ce qui est impossible puisque 20716, est de la forme 2P« avec p # 0 et 0 n’est
pas périodique pour f..

Comme un 2i0j (1 20,1 <7< n)au moins est argument associé & ¢ par choix de
¢, les 0; (1 < j < n)sont bien des arguments propres de I’arbre de c. Cqfd.
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2. Adresses finies
Soit ¢ un point de D. Une adresse finie pour ¢ est une suite finie
(€0, 70, €1, T1, -+ s Crm1, Tr—1, Cr)
telle que :
(a) co=1/4; o=0et c; =0sir > 1.
(b) ¢ =c.
(¢) ¢; est Vorigine de N(7;) pour i =0,...,r — 1.
(d) ¢it1 € N*(m;) pour i =0,...,r — 1.

Proposition 2. — Soit ¢ € D tel que I(c) ne soit pas réduit & un point, ou soit de la
forme {p/2*}. Alors, ¢ admet une adresse finie unique.

Démonstration. — Posons ¢}, = ¢, et définissons ¢, 7/ par récurrence. Pour tout i,
7; est le chef-lieu de I(c]), et cj,; est 'origine de N(7]). (Remarquons que les I(c})
vont en croissant, de sorte que le chef-lieu de I(c}) est défini pour tout i.) Le nombre
7/ est de la forme p./ ok et les k. vont en décroissant strictement jusqu’a ce qu'’ils
s’annulent. Il existe donc un r tel que k/._; =0, i.e. 7.y =0, d’ott ¢, = 1/4. On pose
1 et (co,Toy ..., Tr_1,¢r) est une adresse finie de c. 11 est
clair qu'une adresse finie de ¢ est nécessairement obtenue ainsi, d’ou I'unicité. Cqfd.

alors ¢; =cl._, et 7, =

Remarques

1) Soit ¢ € D ayant pour adresse (co, To,C1,T1,-.-,¢r). Ona cy < ¢1 < -+ < ¢y
L’ensemble des points antérieurs a c est [co, C1]n(rg) U - U [cr—1,Cr]n(r,_,)- Si ¢ €
Jei—1, ¢i], le point ¢ admet pour adresse (co, 7o, - - -, Ci—1, Tie1,C).

2) On peut définir des adresses infinies, en remplagant la condition (b) par (b’) :
NI(c,) = I(c). On peut alors démontrer que tout point de D admet une adresse finie
ou infinie.

3. Point de séparation

Proposition 3. — Soient ¢ et ¢’ deux points de D satisfaisant aur conditions de la
proposition 2. Alors, ¢ et ¢’ admettent dans D une borne inférieure ¢’ = c A .

Démonstration. — Soient (co, 7o, .. .,¢r) et (ch, T, - - -, Ch) les adresses de c et ¢’ res-
pectivement, et soit & le plus grand i tel que 7; = 7;. Les points cx11 et ¢, appar-
tiennent & la nervure stricte N*(7;), donc sont comparables; soit ¢’ le premier des

deux. Il est clair que ¢” est le plus grand minorant commun & ¢ et ¢’. Cqfd.

Remarque. — L’hypothese que ¢ et ¢’ satisfont aux conditions de la proposition 1
n’est pas essentielle : on peut s’en passer en considérant éventuellement des adresses
infinies.
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Proposition 4. — Soient ¢ et ¢’ deux points de D satisfaisant auz conditions de la
proposition 1, et posons ¢’ = ¢ A c'. On suppose ¢ et ¢’ non comparables (i.e. ¢ £ ¢’
et ¢ £ ¢, de sorte que ¢’ < ¢ et " < ¢). Il existe alors trois arguments 01,02, 03

associés a " tels que, quitte a échanger c et ¢, on ait
0 <6 <arg_(c) <arg,(c) <y <arg_(c') <arg, () <3 <1.

Démonstration. — Soient (co, 70,...,¢r = ¢) et (¢{, 74, ..., ¢ = ') les adresses de
cet d, et k le plus grand 7 tel que 7, = 7. On a ¢’ € N(73;). Posons 7. = 741 si
" = cpy1 et T = 7 si ¢ < cgy1, et définissons de méme 7.. On a ¢’ € N(7y) et
¢’ € N(7,), donc il existe quatre arguments 67, 05, 05, 05 associés a ¢’ tels que 7, soit
le chef-lieu de [07, 03] et 7/ celui de [05, 03]. On a alors 67 < arg_(c) < arg, (c) < 65 et
05 < arg_(c') <arg,(c') < 6;. D’autre part, 7 & [05,0;] ou 7" & [07,05]. Il en résulte

que Pon peut extraire de {07,05,0%,05} trois arguments satisfaisant aux conditions
Cqfd.

requises.

Pour ¢ € D et # un argument associé a c, on définit ﬁ(q 6) de la fagon suivante :
si ¢ € D1 UDy, R(M,0) aboutit en ¢ et on pose R(c,8) = R(M, ) = R(M,6) U {c}.
Si ¢ € Dy, ¢ est le centre d’une composante hyperbolique W et R(M, ) aboutit en
un point ¢’ € OW ; on pose alors ﬁ(c, 0) = R(M,0) U [c, ]y

La proposition 3 admet comme complément :

Corollaire. — Soient c,c’,c”,01,02,03 comme dans la proposition 3. Alors, c,c
et R(M,0) sont contenus dans trois composantes connexes différentes de C ~\

U,—, 3R(c", 6;).

£
%
&
e

C”GDO

C,,GDQ
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4. L’implication MLC — HG2

[e]
Théoréeme. — Si M est localement connexe, toute composante connexe de M est hy-
perbolique.
Démonstration. — Supposons M localement connexe et soit W une composante

connexe non hyperbolique de ]\04 . L’ensemble OW est infini non dénombrable, et
comme D est dénombrable, on peut trouver trois points x1, X2 et x3 distincts dans
OW \ D. Le lacet de Carathéodory T — OM est surjectif; on a OW C OM, donc on
peut trouver t1,to,t3 tels que R(M,t;) aboutisse en z;. Quitte & permuter les x; et
les t;, on peut supposer que 0 < ¢ < ty < t3 < 1. Soient 7 = p/2¥ et 7/ = p//2F tels
que :

(1) O<ti<T<te<T <tz3<1;

notons ¢ et ¢’ les points d’aboutissement de R(M, 1) et R(M,7’), et posons ¢’ = cAc
(les points ¢ et ¢’ satisfont aux hypotheéses de la proposition 1). Comme ¢ et ¢’ sont
maximaux dans D, ils sont non comparables. D’apres la proposition 3 et son corollaire,
on peut trouver trois arguments 61,605,063 associés a ¢” tels que ¢, ¢ et R(M,0)
solent dans trois composantes distinctes de C Y, on Y = Ule R(c", ;). Posons
X=WU Uf':l R(M,t;) U{x;}. L’ensemble X est connexe. Ona X NY = & : en
effet, les points de X dans C \ M ont des arguments externes irrationnels tandis que
ceux des points de Y N (C ~\ M) sont rationnels, X ﬂ OM COW~DetYNOM C D,

XN M C W non hyperbolique tandls que Y N M est vide ou contenu dans une
composante hyperbolique de centre ¢”. La relation (1) montre que ¢, ¢’ et R(M,0)
sont dans trois composantes connexes distinctes de C . X.

Soient U la composante connexe de C~\ X contenant Y et V' la composante connexe
de C\Y contenant X. Toute composante connexe de C~ X autre que U est contenue
dans V, donc V' contient au moins deux des trois ensembles {c}, {¢'} et R(M,0).
Contradiction. Cqfd.
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ty

) R(M,0)
3 1/4

Y

Impossible a réaliser avec X NY = &.
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EXPOSE XXIII

RESSEMBLANCE ENTRE L’ENSEMBLE
DE MANDELBROT ET L’ENSEMBLE DE JULIA
AU VOISINAGE D’UN POINT DE MISUREWICZ

TAN LEI

1. Notation et énoncé. Introduction

Soit K. I'ensemble de Julia rempli de f. : z + 22 + c. Soit M I’ensemble de
Mandelbrot, i.e. M est I’ensemble de c tels que 0 € K.. On rappelle que ¢g € M est un
point de Misurewicz si le point 0 est strictement prépériodique par fCO, c’est-a-dire s’il
existe deux entiers £ > 0 et k > 0 tels que f£ (0) = f“k( ) mais f£71(0) # fEFE1(0),
et que po = (f¥)(z) est la valeur propre du cycle {f£ (0), f”l( ), - .,f”k L(0)}.
En vertu du théoréme 1 de XIII et de ses compléments, on sait que les arguments
externes de co dans M sont ceux de ¢p dans K.,. Dans ce mémoire, on va chercher
une relation géométrique entre M et K., au voisinage de cg. Plus précisément, on
aura :

Théoréme. — Soient co € M un point de Misurewicz et py la valeur propre du cycle
sur lequel tombe 0, alors il existe un sous-ensemble fermé Z de C avec poZ = Z et
A € C~ {0} tels que piT—cy(Key) — Z et

PRT—ep (M) — \Z

lorsque n tend vers co.

Ici, 7., est la translation de —cg ; le sens de la convergence sera précisé au § 2.
Comme hypothese générale de ce mémoire, on suppose toujours que c¢g € M est un
point de Misurewicz et g le premier point du cycle sur lequel tombe 0. On notera £ le
plus petit entier positif tel que fo (0) = ap et k la période du cycle. On rappelle que
K., est d’intérieur vide et que le point périodique g est répulsif (i.e. |pg| > 1). Le
théoreme ci-dessus est la conjonction du théoréme 1 du §3 et du théoreme 2 du §5.
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2. Distance de Hausdorff

Soit E un espace métrique localement compact a boules fermées compactes
(i.e. pour a € E, R € RT, la boule fermée B(a, R) est compacte) avec une mé-
trique d. Notons F' I’ensemble des sous-ensembles fermés de E et F; ’ensemble des
voisinages fermés de oo de F.

Définition 1. — Pour A, B C E fermés « voisinages de oo » i.e. £\ A et F ~ B sont
relativement compacts, on définit 6(A, B) = sup,e 4 d(x, B) = sup,¢ 4 infycp d(z, y)
et une distance D(A, B) = sup{d§(4, B), (B, A)}.

Comme il existe zg € E et R € RT tel que E\ B(zg, R) C ANB, les deux fonctions
x +— d(z, A) et y — d(y, B) sont continues a support compact. Donc 6(A, B) et 6(B, A)
sont bien définies. Si C' est un autre voisinage fermé de oo, pour tout z € C, on a

0(A,B) = bup mf d(z,y) < bup mf (d(a:,y) +d(z,y))
= sup d(x z) + mf d(z,y) < supd(z, z) + 6(C, B).
€A €A

Comme E \ C est relativement compact, il existe z, € C tel que d(z, z,) = d(z,C)
pour tout x € A donc

6(A,B) <0(A,C) +4(C,B) < D(A,C) + D(C, B).
Idem pour §(B, A). Tout cela implique

D(A, B) < D(A,C) + D(C, B).
De plus, §(4, B) = 0 implique A C B, et §(B,A) = 0 implique B C A, donc une
condition nécessaire et suffisante pour D(A4, B) = 0 est A = B. Cela nous dit que D
est une distance bien définie sur Fj.
Fixons un point x € E.

Définition 2. — Pour A, B C E fermés quelconques et un réel positif R, on définit

Ar = AU(E\B(QCO, R)) et Bp = BU(E\B(QCO, R)). Comme Ap et Bg sont dans F1,
on peut définir aussi
dr(A,B) = D(AR, Br).

Définition 3. — Soit {A,,} une suite dans F' et A € F. On dit A, — A si pour
tout R > 0, dr(An,A) — 0. Solent S un espace métrique et X : s — X(s) une
application de S dans F. On dit que X est semi-continue supérieurement (s.c.s.)
au point so si pour tout R > 0 et pour toutes les suites {s,} dont s, — sp on a
0(XRr(sn), Xr(s0)) — 0. Par contre, on dit que X est semi-continue inférieurement
(s.c.i) au point sg si 6(Xr(s0), Xr(sn)) — 0 pour tout R > 0 et pour toutes les suites
{sn} telles que s, — sp. On dit que X est continue au point s¢ si elle est en méme
temps s.c.s. et s.c.i. & ce point.

C’est le sens a donner a la convergence dans I’énoncé du théoréme du § 1.
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Proposition 2.1. — Soient E un espace métrique localement compact & boules fermées
compactes, S un espace métrique et X C S x E. On note X (s) pour s € S l’ensemble
des x € E tels que (s,x) € X. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) X est fermé dans S x E
2) pour tout s € S, X (s) est fermé dans E et lapplication s — X (s) est s.c.s. en
ce point.

Démonstration. — Fixons un point xy dans E pour tout R > 0. La boule fermée
B(xo, R) est compacte dans E par hypothese. X est fermé dans S x E si et seulement
si X NS x B(xg, R) est fermé dans S x B(xg, R) pour tout R > 0. Donc on se rameéne
au cas que F est un espace compact.

1) = 2). De E compact et X fermé, on déduit directement que X (s) est fermé
pour s € S. Si X n’est pas s.c.s. au point sg, alors 3z, € X(s,) avec s, — sg et
Tn, — o tels que d(xn, X(s0)) = €0, ol €¢ est une constante (pour tout n), donc
f(zo, X (s0)) = €0/2, contradiction avec (sg,zg) € X.

2) = 1). Supposons qu'il existe {(xn,s,)} C X avec (zn, $n) — (o, S0) et que
(20,50) € X. Comme X (so) est fermé, il existe € > 0 tel que d(zo, X (s0)) = 2€o. Donc
quand n est assez grand on a d(x,, X (sg)) > €o cela induit (X (s,), X (s0)) > o,
contradiction avec la semi-continuité supérieure de X au point sg. Cqfd.

Proposition 2.2. — Soient U,V deuz voisinages de 0 dans C™ et o : U — V un iso-
morphisme de classe C1 avec ¢(0) = 0 et Top = T non singulier. Si A C U est un
sous-ensemble fermé et B = p(A), alors pour p € C variable et pour tout R > 0 fixé,
on a dr(p(TA),pB) — 0 quand |p| — oo.

(T : z — T2z est une application linéaire et p : (21,...,2n) — (pz1,...,pzn) est la
multiplication par p).

Démonstration. — Pour démontrer 6((p(T'A))r, (pB)r) — 0, il suffit de démontrer

0((p(TA)NODR, (pB)NDrUODR) — 0, ot D = B(0, R). Le résultat est trivial
quand 0 ¢ A.

Supposons 0 € A. Pour € > 0, et y € p(TA) N Dr UODg, si d(y,0Dgr) < €, alors
d(y, (pB)Rr) < €. Sinon, prenons le point z € A tel que y = p-T'z. Alors ¢(z) € B et
[

Ay, pe(2)) = lly = p(2)ll = ol - |12 - || ”

[ =

T <y £

= [lpzl-
121l

1]
L’hypothese T o ¢ = T nous dit qu’il existe N > 0 et 7 > 0 tels que |p| > N
entraine |Z| = [T~1(Tz)| < CR/|p| < 7 et puis R||(¢(z) —T2)/z|| < €/2 ot C =
|T||~t. Cette valeur de N ne dépend pas du choix de y. De d(y, pp(z)) < €/2;
on a pp(z) € Dgr. Donc |p| > N nous donne §((p(T'A))r, (pB)r) < €. Idem pour
5((pB)r, (p(TA)r). Cafd
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3. Le probléme de la linéarisation
Pour ¢y € M point de Misurewicz, on a

Proposition 3.1. — 1l existe un voisinage W de cq dans C tel que il y ait une fonction
holomorphe o : W — C avec a(co) = ag et f¥(a(c)) = ale) pour tout ¢ € W. De
plus, pour p(c) = (f&)' (a(c))

p= inf |p(c)] > 1.
Démonstration. — Notons F(c,2) = fF(z) — 2. Alors F(co,0) = 0 et F!(co, ) =

(fE) (c) —1 # 0. Le théoréme des fonctions implicites nous emmene & la proposition.
Cqfd.

Lemme 1. — Soient U,V deux voisinages de 0 dans C et f : U —> V une fonction
holomorphe avec f(0) = 0 et |f'(0)] < 1. Alors il existe Uy C U tel que f(Ur) C Uy
et que {f™(2)/f(0)"} converge uniformément sur tout compact de Uy.

Démonstration. — On a d’abord
f(z) = f'(0)z + %f”(o)zz +0(|21*) = f'(0)z + f'(0)w(2)

ol [w(2)| < B|z|*> avec B > (1/|f'(0)]) - 3|f"(0)|. Pour zo € U, notons z, = f"(z0) =
f(zn—1), alors

sl RN (CORNSCYRSNS (GRS | JOUNE Cil)

PO~ 70z FO= F0)z iV

Sizg € Dr C U, alors

lz1] < (1f'(0)] + BRIf'(0)])]z0] = alzo|
ot a = |f'(0)| + BR|f'(0). Pour que a < 1, il suffit R < (1 —|f'(0)])/B|f'(0)] = Ry.
Fixons Ry € ]0,R1[, on a f(Dg,) C Dg,. Si 29 € Dg,, alors |z,| < a™|z|. Il en
résulte que Y ° |z,| converge uniformément sur tout compact de Dp,, ainsi que
Yoo ow(zn)/zn car |w(zy)/zn| < Blzy|. Cela induit que Yo7 log(l + w(zy,)/2y) et
puis [[(1 + w(zy)/2n) convergent uniformément sur tout compact de Dg,. Cqfd.

Lemme 2 (Cas de grande dimension). — Soit U un voisinage de (co, o) dans C*H1 =
C" x C = {(\,2)}. Soit f: U — C" une fonction holomorphe avec f(\,z) =
(A, fx(2)) et f(co,a0) = (0,0). Supposons |f§(0)] < 1. Alors la suite des fonctions ¢, :
(A, 2) = (A, (fi(a(N) "™ (f(2) —a(X))) converge sur une fonction holomorphe ¢ de
Uy C U dans C" 1) ou aN) est la solution implicite de I’équation fy(z)—z = 0. ¢ est
de la forme ¢(A,2) = (A, (2) avee 2 (a(N) = 1 et oa(fa(2)) = FLa(N)ea(2):

Démonstration. — La solution implicite « existe dans un voisinage de W de ¢g. Quitte
a restreindre W, on peut supposer que R1(A) = (1 — | f5(a))])/BA)|f'(e()))| est une
fonction continue positive sur W, ott B(A) est une fonction continue sur W vérifiant
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BO) > (1/1f4@MNDAF @A) Done (f4(a(A)) ™" (f2(2) — a())) converge uni-
formément sur tout compact de Uy = Jycp {A} X B(a()), Ri())) selon le lemme
précédent. En vertu d’un théoréme de Weierstrass [Ahl], la fonction

T o — z — lim M
ox: Bla(h), Ri(\) — C, e (a0

est holomorphe et

(=)
A = 1 Tl
Dans notre cas, ¢4 (a(X)) = 1. La relation @i (fa(2)) = fi(a(N)pa(z) est évidente.

Cqfd.

Proposition 3.2 (Proposition de la linéarisation). — Pour co, W, f., a(c) et p(c) de la
proposition 3.1, il existe un voisinage 2 de {(c, a(c))}eew dans Cx C, un réel R >0
et un isomorphisme ¢ : Q@ — W x Dgi (Dpg est le disque ouvert) avec une famille
de fonctions holomorphes . : Q. — Dpg (ot Q. est Uensemble des y € C tels que
(c,y) € Q) tels que pour c € W.

a) p(c, z) = (¢, @c())
b) ¢c(a(e)) =
c) si (e, )EQet( E(2)) € Q, on ait

pe(fe(2)) = ple)pe(2)
d) si(c,z) € Q et p(c)pc(z) € Dg, on ait
fE(z) € Qe et ple)pe(z) = pe(f2(2))
e) gelalc)) = 1.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme 2 en remplacant par
{fy "1 sew les fonctions {fy} du lemme et en restreignant U; en un voisinage plus
petit. Cqfd.

On dit que @) est la coordonnée linéarisante. Donnons-nous maintenant quelques
notations utiles :
a) K est 'ensemble des (c,z) € W x C tels que z € K., donc K = {J,cy {c} x K.
b) YVe=p(QNK)CW x Dg
¢) Yr(c) est 'ensemble des y € D tels que (¢,y) € Vg, i.e. Yr(c) = v (2. N K,)
d) Y(e) = UnZo p(c)"YR(c)
e) Y =Ucew{c} x Y(c).

Proposition 3.3. — Pour tout c € W, on a

a) p(c)Yr(c) N Dr = Yg(c),
b) p(c)Y (c) =Y (c) et ﬁY(c) =Y (o).
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Démonstration

a) Si p(e)y € (p(c)Yr(c)) N Dg, il existe z € Q. N K. tel que y = ¢.(z), donc
ple)y = oc(fh ( )) € Yr(c) (d), proposition 3.2). Si y € Yg(c), alors y = ¢.(z) et
)

y/p(e) = pe(f*(2)) € Yr(0)-
b) Evidemment. Cqfd.

Proposition 3.4. — Pour tout entier i > 0, (f)'(co) # 0.

Démonstration. — Le fait que fe,(z) = 2* + ¢ induit f] (z) = 2z, donc (f% ) (co) =
20 fi (o) - fin2(co) -+ feo(co)co # O car 0 n'est pas périodique i.e. 0 n’est pas dans

r orblte de ¢ = f¢, (0). Cqfd.
Théoreme 1. — Pour cg € M un point de Misurewicz, on a
1
p(co)"T—co(Key) — Y (co)-
R (fés 1) (o)
Démonstration. — 1l existe un voisinage U de 0 tel que Z Lor,, soit un isomorphisme

entre U et Q. ; donc que @1 = @, 0 fo 10760 soit un 1bomorphisme de classe ¢; entre U

et D avec ¢1(0) =0 et T oy = (fi1) (co).
Suivant la proposition 2.2, on trouve cqfd.

4. Une proposition technique

Supposons que A C C est un voisinage de 0 et que p : A — C est une fonction
holomorphe avec |p(A)| > 1 pour tout A € A. Soit X C A x C un ensemble invariant
par (A, z) — (A, p(N)z) et (A, z) — (A, ﬁx), on note X (\) 'ensemble des = € C tels
que (A, z) € X. Supposons en plus que X est fermé et qu’il existe un sous-ensemble
A C X(0) dense dans X (0) tel que A soit invariant par z +— (O)x et x — p(0)x, et
que pour tout x € A, il existe un ouvert U, voisinage de 0 dans A avec une fonction
holomorphe &, : U, — C (A — &, (N)) tel que £(0) =z et £(A) € X(N). Soit u: A — C
une fonction holomorphe avec u(0) = 0 et u’(0) # 0, notons M,, Pensemble des A € A
tels que (A, u(X)) € X.

Sous toutes ces hypotheses-1a, on affirme

Proposition 4.1

a) X(\) — X(0) quand A — 0.
b) p(0)*M, — %X(O) quand n — +00.

u

Démonstration

a) Pour R > 0, il suffit de démontrer D(X(A\)NDrUODR, X(0)NDrUIDR) — 0.
La semi-continuité supérieure est une conséquence immédiate de la proposition 2.1.
Pour la semi-continuité inférieure, il suffit de démontrer

(S(A NDrU 6DR,X()\) NDgrU 8DR) — 0.
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Supposons au contraire, qu’il existe un constant €9 > 0 et deux suites {z,} C ANDpg
et {\n} C A tels que A\, — 0 et d(zy,, Xr(A\n)) = 2¢0. Comme X (0) N Dr UIDpg est
compact, on peut supposer x, — xg avec xg € X(0) N Dgr. Pour n assez grand et
y € X(M)NDg,on a

280 < d(Invy) < d('rnvxo) + d(an y) <e+ d(mOa y)

Par conséquent d(zo, Xr(An)) = €0, donc il existe T € AN Dpg tel que d(Z, Xr(An)) =
£0/2 quand n est assez grand. D’autre part, comme il y a un voisinage Uz de 0 associé
a r par 'hypothese, il existe n; > 0, tel que quand n > nq, on ait A\, € Uz et puis
g(/\n) € X(\n), de plus, il existe aussi ne > ny tel que quand n > na, |A,| soit
assez petit pour que |[€z(\,) — Z| < €0/2, donc n > ng entraine d(Z, X (\,)) < €0/2,
i.e. d(T, Xr(\y)) < €0/2. Absurde.

b) (1) Semi-continuité supérieure. Il faut démontrer

VR >0, 5((p(0)"M)mDRuaDR,( 0 ())mDRuaDR)—>0.

Pour € > 0 et n assez grand, si y = p(0)"X € (p(0)"M,) N Dgr, on a A € M, et

IAl < R/[p(0)[", donc u(A) € X(A) et p(A)"u(A) € X(A). Mais
d(p(N)"u(X), p(0)"u'(0)A) = d(p(A)"u(N),u'(0)y)
_ pN)" u(N) pMn u(d)
=l 5 T O] < BIEGE S5 —w )
Comme
’ p(M)n logp logp(O)‘
p(0)n
_ n log p(A) —log p(0) p'(0) n
_|y|"p(0)nH X ‘<Rp(0)+°( )Hm‘eo

quand n — +oo, donc d(p(A)™u(N), p(0)"u'(0)A) — 0 quand n — +oo, de plus,
cela converge uniformément par rapport a y € (p(0)"M,,) N Dg. Par conséquent, on
peut supposer que p(A)"u(A) € X (X) N Dayjyr(0) g Pour n assez grand et pour tout y €
p(0)"M,NDg. De 5(X2‘u/(0)|R()\), X2\u/(0)|R(0)) — 0, on déduit qu’il existe N1 > 0, tel
que quand n > Ny, || soit assez petit pour que §(Xs)y (0)r(A); Xojw (0)|r(0)) < €/2,
d’ott d(p(A)™u(N), Xajw(0)|r(0)) < /2. D’autre part, il existe No > 0 tel que pour
n > Ny et y € (p(0)*M,) N Dg, on ait d(u'(0)y, p(A\)"u(A)) < &/2. Donc quand
ny > max{ Ny, N3}, pour tout y € (p(0)"M,) N Dg, on a

AW (09, Xatar(0)r(0)) < d(w Oy pN)"u(N) + dlp(N)"u(N), Xapurr(0)) < &
d0i 6((p(0)" M), (57455 X (0))) — 0.

b) (2) Semi-continuité inférieure : 5((u/%o)X(O))Ra (p(0)*M,)Rr) — 0. on est obligé
de démontrer un lemme préalable.
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Lemme. — Soit © € AN Dg, et soit &, : Uy — C lapplication associée.

a) Il existe A, woisinage de 0 dans U, et n, > 0, tels que Vn = ng,, 31\, € A,
vérifiant p(An)"u(Ay) = Ex(An).
b) A € My, Ay — 0 et p(0)"u/ (0)A, — .

Démonstration

a) Le fait que &;(A) € X(A) induit (1/p(A)™)&x(A) € X (A). Choisissons a > 0 tel
que Ay = Dy C U, et que u/(X) # 0 pour A € Dy, donc degujpp, = 1. Il existe ny > 0
tel que quand n > ng, |€:(N)/p(AN)" | 5, < inficop, [u(N)]. Notons h, 'application
A= u(A) = &, (N)/p(N)", alors elle est holomorphe dans Uy et hy,sp, # 0, de plus,
hyjop, est de degré 1. Cela induit que h,, possede un seul zéro dans D, ([Ru], 10.43),
i.e. il existe A, (z) € D, C U, unique tel que u(A,) = & (M) /p(An)™ € X (\), quand
n>ng.

b) An(z) € M, et Ay (z) — 0 (n — o0) sont évidents, donc d(p(An)"u(A,),z) — 0.
Supposons x € AN Dg, quitte & restreindre A, on peut supposer &, (A) € DapNX(A)
pour A € A,, alors

i o N . p(0)n
[pOw)" ) = p(0)" O] % [p ()" ulMa)] - [1 = P

B |y pO)" _pO)"

- |§r(>\n)| ‘1 p(/\n)n <2R‘1 ,O(/\n)n .
Mais () (0)

p(n n p’
[os | = -2 (g +o0)]
et
o ru(A) () o(An)
W =0 () o) =i
donc
1

—0 (n — +00),

n

ol < 28| o | [ =7

[1og p(An)"/p(0)"] = 0 (1 — +00), d’oit d(p(A)"u(An), p(0)" (O)A) — O (n —
+00), par conséquent, p(0)"u'(0)\, — =. Fin du Lemme.

Démonstration de b) 2, Proposition 4.1. — Pour R > 0 et £ > 0, posons

Ve = Dpyeja ~ Dr_cpo.

Pour tout z € A, posons D(z,5) l'ensemble des |y — 2| < ¢/2. Alors les
VeUUgeanpy, P(x,€/2) forment un recouvrement ouvert de X (0) N Dr U 0Dk,
donc il existe x1, ...,z € AN Dg tels que
k
X(0)NDrUADR C Vo U | D(zj,£/2).

j=1
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Pour ces z; € A, d’apres le lemme qu’on vient de démontrer, il existe {\,(z;)} C M
avec A\p(2;) — 0 (n — +00) et N; > 0 tel que n > N; entraine

d(zj, p(0)"u (0)An(x5)) < /2,
d’onu
d(zj,u'(0)p(0)* M, N DrUODE) < /2.
Donc pour n > N = max{Ny, Na,..., Ny} et z € X(0) N DrUIDg, si x € V., alors
d(z, (v (0)p(0)"M,)r) < €/2; si x € D(xj,e/2) pour quelque j, alors

(e (0)p(0)" M(ay)) < d(a ;) + d(ay, ' (0)p(0)" A (2,)) < 5 + 5 = <.

donc
d(z, (u'(0)p(0)" My)r) < e.
Finalement on a démontré que pour R > 0 et € > 0, il existe N > 0 tel

que n > N entraine d(u,L(O),(p(O)”Mu)R) < € pour = € (ﬁX(O))R, d’olt

(k3 X ). (p(0)" M) < . Cafd

5. Convergence de p(co)"7_c, (M)

Revenons a K. et a M.

Proposition 5.1. — Soit v(c) = w.(f(0)) ot ¢. est la coordonnée linéarisante, alors
v'(co) # 0.
Démonstration. — On note u(c) = f£(0) et ®(c, z) = p.(2) alors u(cy) = a(cy) = ap

et v(c) = ®((c)). Les calculs v'(cy) = ®L(co, ap) + P, (co, ap)u'(co) et D (co, ) =
¢, (@) = 1 nous donnent v'(co) = ®.(co, ) + u'(co). D’autre part,

D(c, ap) — P(co, o) D(c,ap) — P(c, afc))

lim = lim
c—co c— o c—co Cc—Co
= —®/ (co,ap).a’(co) = —a/(cp)-

Donc v'(¢p) = uw'(eg) — @/ (cp) = w'(co) ou w(c) = u(c) — a(c). En vertu d’un lemme
du chapitre V de [D-H], w'(cg) # 0, d’ont v/(¢g) # 0. Cqfd.

Théoreme 2. — p(co)"T—co (M) — iy Y (co) (n — 00).

Démonstration. — Le résultat est en fait une conséquence directe de la proposition
4.1. Tl reste seulement a établir la correspondance entre les résultats obtenus de M et
les conditions de cette proposition.

On peut dire que M est I'ensemble des ¢ € C tels que u(c) = f£(0) € K.. Donc
W N M est 'ensemble des ¢ € C tels que v(c) = p.(u(c)) € Y(c). Quitte & restreindre
W, on peut supposer que A = 7_., (W) est un voisinage de 0.

Soient X I'image de Y par (¢, z) — (¢ — co, 2) et X (¢ —¢p) = Y (c). Notons en plus
P(A) = p(A + ¢o) pour A € A. En vertu de la proposition 3.3, X () est invariant par

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2007



188 EXPOSE XXIII. ENSEMBLE DE MANDELBROT ET L’ENSEMBLE DE JULIA

z — p(N)z et z — (1/p(X\))x. B désignera l’ensemble des z € C tels que z soit un point
prépériodique répulsif de f., et que l'orbite de z par f. ne contienne pas 0, alors B est
dense dans K., par le théoreme de Fatou. Pour z € BN, il existe 21 € K., NQ,
tel que z = fF (1) (proposition 1.2, ¢)), donc z1 € BN$,. D’autre part, f% (z) € B,
done A = e p(co)? - oo (B 11 Q) est invariant par g - p(co)y et y — (1/p(co))y.
De plus, A est dense dans Y (cg) = X(0). Pour z9 € B, il existe deux entiers m > 0
et n > 0 vérifiant f"T"(20) — fi'(20) = 0. Posons F(c,z) = fI"*"(z) — fI*(2), alors

co

Fl(co,20) = 0 et Fl(co,20) = f7 (20)(f2( (20)) — 1). Comme l'orbite de zo ne

Co Cco
contient pas 0 et fi"(2o) est périodique répulsif,

o (20) =27 f70 " (z0) -+ feo(20)20 £ 0 et fL (S5 (20)) — 1 #0.
En utilisant le théoreme des fonctions implicites, nous trouvons qu'’il existe V,, un voi-
sinage de ¢g et g : V, — C une fonction holomorphe avec g(co) = zp et F(c, g(c)) =0,
par suite, g(c¢) est prépériodique répulsif pour f. et puis g(c) € K.
Pour un point yg € A, il existe zo € BN, tel que yo = p(co)™¢e,(20). Posons

n(c) = p(e)"pe(g(c)) pour c € Vz,
alors 7 est holomorphe avec 1(co) = p(co)™pe, (20) = yo et n(c) € Y(c).

Posons en plus Uy, = 7—¢,(V.,) et E(A) = n(A + o), alors £(0) = n(co) = yo et
E(N) €Y (A +¢p) = X(A). Cest-a-dire pour tout z € A C X (0), il existe un voisinage
U, de 0 avec U, C A et une fonction holomorphe , : U, — C telle que &,(0) = x et
que &;(A) € X (), donc toutes les conditions de la proposition 4.1 sont parfaitement
remplies, on peut affirmer finalement

50)" M — ——x(0)

V'(0)
ie. p(co)"T—ee(W C M) — mY(co). Cafd.
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FIGURE 1. A gauche, 2 agrandissements sur '’ensemble de Mandelbrot. A
droite, 2 agrandissements sur 1’ensemble de Julia du polynéme quadratique
z — 2% 4+ 4. Les fenétres sont toutes centrée sur i.
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