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4. Décoration des arbres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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3. Arbre augmenté . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4. Calcul des arguments externes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

VIII. Arguments externes dans M des points de Misurewicz . . . . . . . . . . 55
I - Représentation conforme de C rM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
1. Potentiel des ensembles de Julia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2. Points critiques de Gf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3. La fonction Φ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
II - Rayons externes des ensembles de Julia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
1. Comportements possibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2. Rayons externes d’argument rationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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8. Compléments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
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8. Démonstration du Théorème 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

XIII. Aboutissement des rayons externes de M d’argument rationnel 101
1. Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
2. Points d’accumulation de R(M, θ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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EXPOSÉ I

OBJET DU COURS

On étudiera la famille d’applications Pc : z 7→ z2 + c de C dans C d’un point de

vue dynamique. Pour chaque c, on note Kc l’ensemble des z tels que P n
c (z) 7→ ∞

(ensemble de Julia rempli de Pc). D’après un théorème de Fatou et Julia (1919), Kc

est connexe si 0 ∈ Kc et est un Cantor sinon. On note M (ensemble de Mandelbrot)

l’ensemble des c pour lesquels Kc est connexe, et M ′ l’ensemble des c pour lesquels

Pc admet un cycle attractif. L’ensemble M est compact et connexe, M ′ est ouvert et

contenu dans M .

M

Figure 1. L’ensemble de Mandelbrot M .

Les deux principales conjectures sont les suivantes :

(MLC) L’ensemble M est localement connexe
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(HG2) L’intérieur de M est M ′.

À défaut de démontrer l’une ou l’autre, nous avons l’intention de montrer que

(MLC) ⇒ (HG2).(1)

Soit K ⊂ C un compact plein (i.e. tel que C rK soit connexe). Il existe un couple

(r, ϕ) unique tel que r ∈ R+ et que ϕ = ϕK soit un homéomorphisme C-analytique

de C r K sur C r Dr avec ϕ(z)/z → 1 quand |z| → ∞. On dit que rK = r est le

rayon de capacité de K. Pour t ∈ T = R/Z, l’ensemble R(K, t) = ϕ−1
K ({ρe2iπt}ρ>r)

est appelé le rayon externe de K d’argument t (les arguments sont comptés en tours et

non en radians). Si ϕ−1
K (ρe2iπt) a une limite x ∈ K quand ρ→ rK , on dit que R(K, t)

aboutit en x, ou que x admet t comme argument externe dans K. Si K est localement

connexe, en vertu d’un théorème de Carathéodory, tout rayon externe aboutit.

0

1/2

1/4
1/72/7

4/7

Figure 2. L’ensemble de Julia rempli d’un polynôme quadratique pour le-

quel le point critique est périodique de période 3. Nous avons tracé quelques

rayons externes d’arguments rationnels. Cet ensemble de Julia rempli est

connu sous le nom de lapin de Douady.

(1)Yoccoz a démontré que l’ensemble de Mandelbrot est localement connexe en tout c tel que Pc a

un point fixe indifférent. Il a également démontré que M est localement connexe en tout c tel que Pc

n’est pas infiniment renormalisable. Graczyk et Swiatek et indépendamment Lyubich ont démontré

que
◦

M ∩R = M ′∩R. Enfin, Mañé, Sad et Sullivan ont montré que s’il existe un c ∈
◦

M rM ′, alors Kc

est d’intérieur vide, de mesure de Lebesgue positive et supporte une forme de Beltrami invariante.
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Fait très remarquable, on connâıt ϕM , ainsi que les ϕc = ϕKc pour c ∈M .(2) Faute

de (MLC), on ne sait pas que tout rayon externe de M aboutit. Cependant :

Théorème. — Tout rayon externe de M d’argument rationnel aboutit.

La situation se présente de façon différente pour les rationnels à dénominateur

impair et les rationnels à dénominateur pair.

Si t ∈ [0, 1] est un rationnel à dénominateur impair, le rayon externe R(M, t)

aboutit en un point c tel que Pc admet un cycle indifférent rationnel. Chacun de ces

points est obtenu pour 2 valeurs de t (sauf c = 1/4 correspondant à t = 0). Si t

est à dénominateur pair, R(M, t) aboutit en un point c tel que, par Pc, le point 0

tombe en un temps fini sur un cycle répulsif. Ces valeurs de c sont appelées points

de Misurewicz. Chaque point de Misurewicz a un nombre fini d’arguments externes

(tous rationnels à dénominateur pair).

4/15

9/56

11/56

15/56

1/5

Figure 3. Deux agrandissements sur l’ensemble de Mandelbrot montrant

le point d’aboutissement de rayons externes d’arguments rationnels à de-

nominateur pair à gauche et impair à droite.

Pour démontrer ces propriétés, on prend le problème par l’autre bout. On étudie

d’abord les composantes hyperboliques de
◦

M , i.e. les composantes connexes deM ′. On

définit pour chacune d’elles son centre et sa racine : les centres (resp. les racines) des

composantes hyperboliques sont les c tels que Pc ait un cycle superattractif (resp. un

cycle indifférent rationnel). On étudie Kc pour c centre de composante hyperbolique

ou point de Misurewicz. En particulier, on construit dans Kc un objet combinatoire :

l’arbre de Hubbard. Grâce à cet arbre, on détermine les arguments externes de c si c est

un point de Misurewicz, et, si c est le centre d’une composante hyperbolique W , les 2

arguments externes de la racine de W . La part d’analyse, assez facile dans le cas des

(2)Il est plus facile de calculer ϕM et ϕc que de calculer la représentation conforme du complémentaire

d’un triangle
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points de Misurewicz, est nettement plus délicate pour les racines des composantes

hyperboliques (mais elle nous mènera à faire un tour de valse). Reste enfin à montrer

que tous les arguments rationnels sont obtenus. Par un juste retour des choses, ceci

est beaucoup plus facile pour les rationnels à dénominateur impair.

La méthode qui mène à l’implication (MLC)⇒ (HG2) est la suivante : Soient c1 et

c2 deux points de M ayant des arguments externes θ1 et θ2 de la forme p/2k (quand

un point a un argument externe de cette forme, il n’a pas d’autre argument externe).

En supposant M localement connexe, construisons des arcs topologiques Γ1 et Γ2

joignant 0 à c1 et c2 respectivement (en fait, on impose à ces arcs certaines conditions

— « arcs réglementaires »). Soit c3 le point où Γ1 et Γ2 se séparent. On montre que

c3 est un point de Misurewicz ou un centre de composante hyperbolique, et on peut

construire son arbre à partir de ceux de c1 et c2.

Si c est centre d’une composante hyperbolique W , appelons argument externe gé-

néralisé de c tout argument externe d’un point de ∂W . Dans les deux cas, on montre

que c3 a au moins trois arguments externes (éventuellement généralisés) t1, t2, t3 tels

que t1 < θ1 < t2 < θ2 < t3. Toute la partie combinatoire de cette étude peut se faire

sans supposer M localement connexe — la définition de c3 parâıt alors artificielle.

Supposons maintenant que
◦

M admette une composante farfelue (i.e. non hyperbo-

lique) W . Soient w1, w2 et w3 trois points de ∂W , et u1, u2 et u3 des arguments

externes de w1, w2, w3 respectivement. Soient θ1 et θ2 de la forme p/2k tels que

u1 < θ1 < u2 < θ2 < u3, et notons c1 et c2 les points d’aboutissement de R(M, θ1) et

R(M, θ2). Construisons alors c3 et t1, t2, t3 comme plus haut. Posons

S = W ∪ {w1, w2, w3} ∪ R(u1) ∪ R(u2) ∪R(u3) = W ∪ R(u1) ∪ R(u2) ∪ R(u3);

S′ = R(t1)∪R(t2)∪R(t3)∪c3 si c3 est de Misurewicz et S′ = R(t1)∪R(t2)∪R(t3)∪W ′

si c3 est le centre de W ′. Les ensembles S, S′ et R(θ1) ∪ R(θ2) doivent être disjoints

et cela mène à une contradiction.

Remarque. — Cette méthode ne permet pas d’exclure une composante farfelue dont

l’adhérence rencontrerait celle de 2 rayons externes seulement. Cette situation risque-

rait de se produire si M n’était pas localement connexe.

Résultats supposés connus

Topologie

Théorème de Jordan. — Γ ⊂ R2, ϕ : S1 → Γ, homéomorphisme ⇒ ∃Φ : R2 → R2

homéomorphisme, tel que Φ|S1 = ϕ.

Complément. — L’arc de a à b coupant Γ en un point c. On suppose qu’il existe un

homéomorphisme ψ d’un voisinage U de c sur un voisinage V de 0 tel que ψ(U ∩Γ) =
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RÉSULTATS SUPPOSÉS CONNUS 5

V ∩ (R × 0) et ψ(U ∩ L) = V ∩ (0 × R). Alors, a et b sont chacun dans une des

composantes connexes de R2 r Γ.

On dit qu’un compact (resp. un ouvert borné) A ⊂ R2 est plein si R2 r A est

connexe.

Proposition. — Soit U ⊂ R2 un ouvert borné connexe. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

– U est plein ;

– pour toute courbe de Jordan Γ ⊂ U , le domaine de R2 borné par Γ est contenu

dans U ;

– U est simplement connexe ;

– H1(U ; Z) = 0 ;

– H1(U ; Z/2) = 0 ; H1(U ; R) = 0 ;

– U est homéomorphe à D.

Proposition. — Soit K ⊂ R2 un compact connexe. Les conditions suivantes sont équi-

valentes :

– K est plein ;

– K admet un système fondamental de voisinages homéomorphes à D ;

– pour tout a ∈ R2 r K, le revêtement universel (resp. le revêtement connexe de

degré 2) de R2 r {a} induit un revêtement trivial de K ;

– tout revêtement fini de K est trivial.

Nous commencerons le cours par une étude plus détaillée des compacts connexes

pleins localement connexes de R2.

Fonctions holomorphes

Théorème d’uniformisation. — Toute surface de Riemann (i.e. variété C-analytique

de dimension 1 sur C) simplement connexe est isomorphe à D, C ou Σ = C ∪ {∞}.

Définition (métrique de Poincaré). — C’est la métrique définie sur D par

‖dz‖ =
|dz|

1− |z|2 .

Tout automorphisme de D est de la forme z 7→ λ
z + a

1 + az
avec |λ| = 1, |a| < 1, et

est une isométrie pour la métrique de Poincaré.

Si X ≈ D, on définit la métrique de Poincaré de X en transportant celle de D. Si

le revêtement universel X̃ de X est isomorphe à D, on définit la métrique de Poincaré

de X par la condition que π : X̃ → X est une isométrie locale.

Soient X et Y deux surfaces de Riemann telles que X̃ ≈ Ỹ ≈ D, et f : X → Y une

application analytique. Alors, f est lipschitzienne de rapport 1 pour les métriques de

Poincaré. On a ‖TXf‖ < 1 pour tout x ∈ X sauf si f est un revêtement. Si f(X)
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est relativement compact dans Y , f est lipschitzienne de rapport < 1 sauf si Y est

compact et f est un revêtement.

Théorème de Carathéodory. — Soit U ⊂ S2 un ouvert isomorphe à D et ψ : D → U

un isomorphisme. Si ∂U est localement connexe, ψ admet un prolongement continu

D→ U .

(En fait, nous donnerons une démonstration.)

Corollaire. — Soit U ⊂ C un ouvert borné simplement connexe et ψ : D → U un

isomorphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) ψ admet un prolongement continu D→ U ;

2) ∂U est localement connexe ;

3) C r U est localement connexe ;

4) ∃L localement connexe, ∂U ⊂ L ⊂ C r U ;

5) ∃ γ : T→ ∂U surjective.

Théorème de Morrey-Ahlfors-Bers. — Nous aurons peut-être à l’utiliser. Nous l’énon-

cerons à ce moment-là.(3)

(3)La seule évocation de ce théorème a lieu dans le chapitre XIX, Lemme 3.
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EXPOSÉ II

COMPACTS DE C

1. Chemins et arcs

Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application continue

γ : I = [0, 1] → X . Un arc dans X est un sous-espace de X homéomorphe à I ,

autrement dit l’image d’un chemin injectif. Il est d’usage de dire que X est connexe

par arcs si deux points quelconques de X peuvent être joints par un chemin. Cette

terminologie est excusée par la proposition suivante :

Proposition 1. — Soient X un espace séparé, a et b deux points distincts de X. Si a

et b peuvent être joints par un chemin dans X, ils peuvent aussi être joints par un

arc.

Principe de la démonstration. — Soit γ un chemin de a à b. Notons Ω l’ensemble des

ouverts W ⊂
◦

I = ]0, 1[ tels que, pour toute composante connexe ]α, β[ de W , on ait

γ(α) = γ(β).

– Pour W ∈ Ω, il existe un chemin γW unique qui cöıncide avec γ sur I rW et est

constant sur chaque composante connexe de W .

– Pour tout ouvert W de
◦

I sans composante connexe adjacente, W 6=
◦

I , il existe

une fonction croissante λ : I → I , constante sur chaque composante connexe de W et

vérifiant λ(t) > λ(s) si t > s, et ]s, t[ 6⊂ W . Si W ⊂ Ω, le chemin γW est de la forme

γ̃W ◦ λ.
– Ω est inductif. Si W ∈ Ω est maximal, W n’a pas 2 composantes adjacentes et

W 6=
◦

I .

– Pour W maximal, γ̃W est injectif.
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2. Espaces compacts localement connexes

Soit X un espace métrique et h : [0, a[ → R une fonction continue croissante avec

h(0) = 0. On dit que X admet h comme module de connexité locale si, pour x et y

dans X tels que d(x, y) = r < a, il existe une partie connexe L de X contenant x

et y, de diamètre 6 h(r). Tout espace admettant un module de connexité locale est

localement connexe. Tout espace métrique compact localement connexe X admet un

module de connexité locale (défini sur tout R+ si X est connexe).

Un ordinateur ne peut pas dire si un espace métrique est localement connexe, mais

il peut éventuellement répondre « non » à la question de savoir s’il admet une fonction

donnée comme module de connexité locale.

Proposition 2. — Tout espace métrique compact connexe localement connexe est

connexe par arcs.

Complément. — Supposons que X admette h comme module de connexité locale,

soient x et y deux points de X tels que d(x, y) = r et η > h(r). Il existe un arc

joignant x à y de diamètre 6 η.

Démonstration. — On peut supposer X plongé isométriquement dans un espace de

Banach E, par exemple en prenant E = C(X : R) et r(x) = (y 7→ d(x, y)). Un chemin

polygonal γ à sommets dans X est un chemin γ : I → E muni d’un ensemble fini

S = {s0, . . . , sn} ⊂ I avec s0 = 0 < s1 < · · · < sn = 1, tel que γ(si) ∈ X , γ affine

sur [si, si+1]. On dit que (γ′, S′) raffine (γ, S) si S′ ⊃ S et γ′|S = γ|S. Le pas de γ est

sup d(γ(si), γ(si+1)).

Lemme. — Soient γ : I → E un chemin polygonal de pas 6 δ à sommet dans X, et

δ′ > 0. Il existe alors un chemin polygonal γ ′ à sommets dans X raffinant γ, de pas

6 δ′, tel que d(γ, γ′) 6 h(δ).

Fin de la proposition avec son complément. — Soit (δn) une suite de nombres > 0

tendant vers 0 telle que Σh(δn) < η − h(r). Soit γ1 un chemin polygonal de x à y

à sommets dans X de pas 6 δi, de diamètre 6 h(r), et construisons par récurrence

une suite de chemin (γn) telle que γn de pas 6 δn, d(γn, γn+1) 6 h(δn). Cette suite

converge uniformément vers un chemin γ∞ continu dans X de x à y, de diamètre

6 h(r) + ε = η. Dans l’image de γ∞, on peut trouver un arc Γ joignant x à y. Cqfd.

3. Le théorème de Carathéodory

Soit K ⊂ C un compact connexe plein (i.e. tel que C rK soit connexe). Il résulte

du théorème d’uniformisation de Riemann qu’il existe un couple (r, ϕ) unique tel que

ϕ soit un isomorphisme de surface de Riemann de (C r K) sur (C r Dr) tangent à

l’identité en ∞, i.e. tel que ϕ(z)/z → 1 quand |z| → ∞. Le nombre r est le rayon de

capacité de K.
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4. COMPOSANTES DE L’INTÉRIEUR DE K 9

Pour z ∈ CrK, log |ϕ(z)| est le potentiel de z et l’argument de ϕ(z) est l’argument

externe de z par rapport àK. Les arguments sont comptés en tours (et non en radians).

L’ensemble des z ∈ C rK d’argument externe θ est le rayon externe R(K, θ).

Théorème 1 (Carathéodory). — Soit K ⊂ C un compact connexe plein. On suppose

qu’il existe un compact localement connexe L tel que ∂K ⊂ L ⊂ K. Alors, l’application

ψ = ϕ−1 : C rDr → C rK admet un prolongement continu Ψ : C rDr → C r
◦

K.

Démonstration. — Pour a ∈ ∂Dr et ρ0 < 2r, on pose Ua,ρ0 = Da,ρ0∩CrDr. L’ouvert

ψ(Ua,ρ0) est borné, donc d’aire finie, égale à
∫ ρ0

ρ=0A(ρ) dρ, où

A(ρ) =

∫ θ+
ρ

θ=θ−
ρ

|ψ′(z(ρ, θ))|2ρ dθ =
1

ρ
‖ρψ′‖2θ.

Posons Γρ = ∂Da,ρ ∩ C rDr et λ(ρ) la longueur de ψ(Γρ). On a :

A(ρ) =

∫ θ+
ρ

θ=θ−
ρ

|ψ′(z(ρ, θ))|ρ dθ = 〈ρ|ψ′|, 1〉,

d’où λ(ρ)2 6 ‖ρψ′‖2 · ‖1‖2 = ρA(ρ)(θ+
ρ − θ−ρ ) 6 2πρA(ρ).

Lemme. — Il existe une suite ρn tendant vers 0, telle que λ(ρn) tende vers 0.

Démonstration. —

∫ ρ0

0

λ(ρ)2

2πρ
dρ 6

∫
A(ρ) dρ <∞. Cqfd.

Fin de la démonstration du théorème. — Soit h un module de connexité locale pour

L. Soit a ∈ ∂Dr et (ρn) comme dans le lemme ; posons Un = Ua,ρn . La courbe (Γρn)

est de longueur finie, donc a 2 extrémités αn et βn dans ∂K, distantes de moins de

λn = λ(ρn). On peut joindre dans L les points αn et βn par un arc Hn de diamètre

6 h(λn) et ϕ(γn)∪Hn est une courbe de Jordan Jn de diamètre 6 λn+h(λn). L’ouvert

ψ(Un) est contenu dans l’ouvert borné par Jn, donc a aussi un diamètre 6 λn +h(λn).

Il en résulte que les Un convergent vers un point Ψ(a). Pour h ∈ ∂Dr, avec |b−a| 6 ρn,

on a |Ψ(b)−Ψ(a)| 6 λn + h(λn), ce qui prouve la continuité de Ψ. Cqfd.

Remarque. — L’application Ψ induit une application surjective γK : T = R/Z→ ∂K

que nous appellerons le lacet de Carathéodory. Pour x ∈ ∂K, les éléments de γ−1
K (x)

sont appelés les arguments externes de x.

4. Composantes de l’intérieur de K

Proposition 3. — Soit K ⊂ C un compact connexe plein localement connexe, et notons

(Ui)i∈I la famille des composantes connexes de
◦

K.

a) Pour tout i, U i est homéomorphe au disque fermé.

b) diamUi → 0 (i.e. ∀ ε > 0 l’ensemble des i tels que diamUi > ε est fini).
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Démonstration

a) Si Γ est une courbe de Jordan dans Ui, le domaine limité par Γ est contenu

dans K, donc dans Ui. Par suite, Ui est simplement connexe, donc isomorphe à D
ou C. Comme Ui est borné, il est isomorphe à D. Soit ψ : D → Ui un isomorphisme.

On a ∂Ui ⊂ ∂K ⊂ Σ r Ui, et ∂K est localement connexe. Il résulte du théorème de

Carathéodory (après inversion centrée en ψ(0)) que ψ se prolonge en Ψ : D → U i

continue. Reste à montrer que Ψ|∂D est injective.

α) Partie analytique. — ∀x ∈ ∂Ui,Ψ
−1(x) est d’intérieur vide dans T : ceci résulte

du principe de réflexion de Schwarz.

β) Partie topologique. — ∀x ∈ ∂Ui,Ψ
−1(x) est connexe. Supposons que non ; soient

t1, t2, u1, u2 tels que u1 et u2 n’appartiennent pas á la même composantes connexes

de T r {t1, t2}, Ψ(t1) : Ψ(t2) = x, Ψ(u1) 6= x, Ψ(u2) 6= x. Soient A et B des arcs C1

d’extrémités (t1, t2) et (u1, u2) se coupant transversalement en un point. Alors, Ψ(A)

est une courbe de Jordan Γ ⊂ K, et Ψ(B) la coupe transversalement en un point,

donc l’un des points Ψ(u1),Ψ(u2) est dans le domaine intérieur à Γ et l’autre dans le

domaine extérieur. Mais, il ne peut y avoir de point de ∂Ui ⊂ ∂K dans le domaine

intérieur à Γ.

La partie a) résulte de α) et β).

b) Soient n > 0, h un module de connexité locale pour K et (Uiν ) une suite de c.c.

de
◦

K telle que diamUiν > m. Dans chacun des U , soit (xν , yν) un couple de points

tels que |yν − xν | > m. Quitte à extraire une suite, on peut supposer que xν → x et

yν → y. On a x ∈ K, y ∈ K, |y − x| > m. Soient A1 et A2 des voisinages connexes

disjoints de x et y dans K, k tel que xk et xk−1 soient dans A1 yk et yk+1 dans A2.

Soient H1 un arc de xk à xk+1 dans A1, H2 de yk à yk+1 dans A2, J1 de xk à yk

dans Uik
et J2 de xk+1 à yk+1 dans Uik+1

. On peut trouver une courbe de Jordan

Γ ⊂ H1∪H2∪J1∪J2 avec Γ∩J1 et Γ∩J2 non vides. Alors, Γ ⊂ K, le domaine intérieur

à Γ est contenu dans
◦

K, donc dans une composante connexe de
◦

K, et rencontre Uik

et Uik+1
, ce qui est absurde. Cqfd.

5. Projection sur une composante

Proposition 4 et Définition. — Soient K ⊂ R2 un compact connexe plein localement

connexe, U une composante connexe de
◦

K et x ∈ K. Soient γ1 et γ2 deux chemins

dans K, avec γ1(0) = γ2(0) = x, γi(1) ∈ U ; notons ui le plus petit t tel que γi(t) ∈ U .

On a γ1(u1) = γ2(u2). Ce point est appelé la projection de x sur U et noté πU (x).

Démonstration. — Si x ∈ U , on a ui = 0 et γi(ui) ⊃ K. On peut donc suppo-

ser x 6∈ U1. Posons yi = γi(ui) et supposons y1 6= y2. L’ensemble L = γ1([0, u1]) ∪
γ2([0, u2]) est un compact dans lequel y1 et y2 sont joints par un chemin, donc aussi
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par un arc J , et on a J ∩ U = L ∩ U = {y1, y2}. En complétant avec un arc H de y1

à y2 dans U , tel que H ∩ ∂U = {y1, y2}, on obtient une courbe de Jordan Γ. Si z1
et z2 sont deux points de ∂U entrelacés avec (y1, y2), l’un est dans le domaine V

intérieur à Γ, mais V ⊂ K, d’où V ⊂
◦

K et comme V ∩ U 6= ∅, on a V ⊂ U , d’où

contradiction. Cqfd.

Corollaire. — Pour tout arc Γ ⊂ K, l’ensemble Γ ∩ U est connexe.

Proposition 5. — Soient K ⊂ R2 un compact connexe plein localement connexe et U

une composante connexe de
◦

K. La projection πU : K → U est continue, localement

constante sur K r U .

Complément. — Soit h un module de connexité locale pour K. Alors, h est module de

continuité pour πU . Si h(d(x, y)) < d(x, U ), on a πU (x) = πU (y).

Démonstration. — Soient x et y ∈ K, δ > h(|y − x|) et γ un chemin de x à y de

diamètre 6 δ. Si γ([0, 1]) ∩ U 6= ∅, soient u et v le plus petit et le plus grand t tels

que γ(t) ∈ U . On a π(x) = γ(u), π(y) = γ(v), et d(π(x), π(y)) 6 diam γ([0, 1]) 6 δ. Si

γ([0, 1]) ∩ U = ∅, en concaténant γ à un chemin de y à un point de U on obtient un

chemin de x à un point de U , d’où π(x) = π(y). Si δ < d(x, U ), on est nécessairement

dans ce dernier cas. Cqfd.

6. Arcs réglementaires

Soit K ⊂ C un compact plein localement connexe ; notons (Ui)i∈I la famille des

composantes connexes de
◦

K. Choisissons dans chaque Ui un point wi. Ceci détermine,

à multiplication par un λ de module 1 près, un homéomorphisme ϕi : U i → D
induisant un isomorphisme C-analytique de Ui sur D tel que ϕi(wi) = 0.

Définition. — Nous appellerons arc réglementaire tout arc Γ ⊂ K ayant la propriété

suivante :

(AR) Pour tout i ∈ I , ϕi(Γ ∩ U i) est contenu dans la réunion de 2 rayons de D.

Proposition 6. — Soient x et y deux points distincts de K. Il existe un arc réglemen-

taire unique Γ de x à y.

Démonstration

a) Existence. — Si x et y sont dans un même U i, cela est clair : si ϕi(x) et ϕi(y) ont

même argument, ϕi(Γ) est le segment [x, y], sinon c’est [x, 0] ∪ [0, y].

En général, soit γ un chemin injectif de x à y. Rangeons les éléments i de I , tels

que γ−1(U i) ait plus de 2 points, en une suite (in), et notons γn le chemin obtenu

en modifiant γ sur γ−1(U i1), . . . , γ
−1(U in) de façon à le rendre réglementaire sur ces

intervalles. Il résulte de la proposition 3.(b) que les γn convergent uniformément vers

un chemin γ∗. On vérifie que γ∗ est injectif et que son image est un arc réglementaire.
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12 EXPOSÉ II. COMPACTS DE C

b) Unicité. — Elle résulte du lemme suivant :

Lemme. — Soient Γ1 et Γ2 deux arcs réglementaires. Alors, Γ1 ∩ Γ2 est connexe.

Démonstration du lemme. — Supposons que non, et soit ]u, v[Γ1 une composante

connexe de Γ1 r (Γ1 ∩ Γ2). Alors, [u, v]Γ1 ∪ [u, v]Γ2 est une courbe de Jordan J .

Soit V le domaine intérieur à J . Alors, V ⊂ K, donc V ⊂
◦

K, donc ∃ i, V ⊂ Ui et

J ⊂ U i. Les arcs [u, v]Γ1 et [u, v]Γ2 sont deux arcs réglementaires distincts de u à v

dans U i, ce qui est impossible. Cqfd.

Notation. — On note [x, y]K l’arc réglementaire de x à y. Cette notation sous entend

la donnée des wi. Si x = y, on pose [x, y] = {x}.

Propriétés des arcs réglementaires

– Tout sous-arc d’un arc réglementaire est un arc réglementaire.

– Soient x, y, z trois points de K. Alors [x, y]K ∩ [y, z]K est de la forme [y, c]K
(lemme ci-dessus). On a :

[x, y]K = [x, c]K ∪ [c, y]K , [y, z]K = [y, c]K ∪ [c, z]K , [x, z]K = [x, c]K ∪ [c, z]K .

En particulier, si [x, y]K ∩ [y, z]K = {y}, l’arc [x, y]K ∪ [y, z]K est réglementaire.

Nous noterons c(x, y, z) le point ainsi défini.

7. Arbres réglementaires

Nous dirons qu’une partie X de K est réglementairement connexe si, pour x et y

dans X , on a [x, y]K ⊂ X . Une réunion d’une famille de parties réglementairement

connexes ayant un point en commun est réglementairement connexe. L’intersection

d’une famille quelconque de parties réglementairement connexes est réglementaire-

ment connexe. On définit l’enveloppe réglementaire [A] d’une partie A de K comme

l’intersection des parties réglementairement connexes contenant A.

Proposition 7. — Soient x1, . . . , xn des points de K. L’enveloppe réglementaire

[x1, . . . , xn] de {x1, . . . , xn} est un arbre topologique fini.

Démonstration. — Par récurrence sur n, c’est évident pour n = 1 ou 2, ou pour n = 3.

Supposons que [x1, . . . , xn] soit un arbre topologique fini et soit xn+1 ∈ K. Soit a un

point quelconque de [x1, . . . , xn] et notons c le premier point de l’arc [xn+1, a] (en

partant de xn+1) qui appartienne à [x1, . . . , xn]. Alors

[x1, . . . , xn+1] = [x1, . . . , xn] ∪ [c, xn+1] et [x1, . . . , xn] ∩ [c, xn+1] = {c}.

Remarques

1) Toute extrémité de [x1, . . . , xn] est l’un des xi, mais il peut y avoir des xi qui

ne sont pas des extrémités.

2) On pourrait définir des arcs géodésiques. Mais la proposition 7 ne marcherait

pas.
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EXPOSÉ III

CONNEXITÉ LOCALE

DE CERTAINS ENSEMBLES DE JULIA

1. Ensemble de Julia

Soit f : C→ C un polynôme de degré d > 1. On appelle ensemble de Julia rempli

de f l’ensemble Kf des z tels que fn(z) 9 ∞. C’est un compact. En effet, soit

fi : z 7→ adz
d + · · ·+ a0, posons

R∗ = sup
(
1,

1 + |ad−1|+ · · ·+ |a0|
|ad|

)
.

Pour |z| > R∗, on a |f(z)| > |z|d/R∗. Par suite, Kf =
⋂
f−n(DR∗).

Posons Jf = ∂(Kf ) ; c’est l’ensemble de Julia.

Kf Jf

Figure 1. L’ensemble de Julia rempli et l’ensemble de Julia d’un poly-

nôme quadratique. Le point critique 0 (au centre de la fenêtre) appartient

à l’ensemble de Julia rempli qui est connexe.

Nous étudions particulièrement la famille (fc)c∈C définie par fc(z) = z2 + c. Tout

polynôme de degré 2 est conjugué par une application affine unique à un fc unique.

Par exemple z 7→ z2+λz est conjugué à fc pour c = λ/2−λ2/4. On noteKc l’ensemble

de Julia rempli de fc.
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Proposition 1 (Julia, Fatou)

a) Si 0 ∈ Kc, l’ensemble Kc est connexe.

b) Si 0 6∈ Kc, l’ensemble Kc est homéomorphe à l’ensemble de Cantor.

Figure 2. L’ensemble de Julia d’un polynôme quadratique. Le point cri-

tique 0 (au centre de la fenêtre) n’appartient pas à l’ensemble de Julia

rempli qui est un Cantor.

Démonstration. — Choisissons R > 1 + |c| et posons Vn = (fn)−1(DR) pour tout n.

On a V n+1 ⊂ Vn et Kc =
⋂
Vn.

a) Pour tout n, l’ensemble Vn+1 est un revêtement de Vn de degré 2 ramifié

en 1 point, V0 est un disque, donc Vn est homéomorphe à un disque pour tout n,

et Kc =
⋂
V n est connexe.

b) Il existe un m tel que 0 ∈ Vm et c = fc(0) 6∈ Vm. Alors, Vm est homéomorphe

à un disque, mais pour tout n > m l’espace Vn+1 est un revêtement de degré 2,

non ramifié, de Vn. Par suite, pour tout k, l’ouvert Vm+k a 2k composantes connexes

homéomorphes au disque. Notons δk le maximum des diamètres de ces composantes

connexes pour la métrique de Poincaré µ de Vm. L’application fc : Vm+1 → Vm admet

deux sections g0 et g1 lipschitziennes de rapport λ < 1 pour µ, d’où δk 6 λk−1δ1. En

particulier, δk → 0, d’où b). Cqfd.

Pour un polynôme f de degré d > 2, il y a en général plusieurs points critiques, d’où

plus de possibilités. Si tous les points critiques appartiennent à Kf , l’ensemble Kf

est connexe. Si aucun point critique n’appartient à Kf , l’ensemble Kf est un Cantor.

S’il y a au moins un point critique hors de Kf (et éventuellement d’autres dans
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Kf ), l’ensemble Kf a une infinité non dénombrable de composantes connexes, mais

certaines peuvent n’être pas réduites à un point. La démonstration est analogue.(1)

Figure 3. L’ensemble de Julia rempli d’un polynôme cubique dont un

point critique a une orbite bornée et l’autre point critique a une orbite non

bornée. Les deux points critiques sont indiqués.

Pour tout polynôme f , le compact Kf est plein : cela résulte du principe du maxi-

mum. On a f(Kf ) = f−1(Kf ) = Kf . L’application f induit une application holo-

morphe (donc ouverte) et propre de
◦

Kf dans
◦

Kf . Par suite, pour toute composante

connexe U de
◦

Kf , son image f(U) est une composante connexe de
◦

Kf et f induit

une application propre de U sur f(U).

Il y a des polynômes pour lesquels Kf est localement connexe et d’autres (même

en degré 2) pour lesquels il est connexe mais non localement connexe.(2) Le but de ce

chapitre est de donner des conditions suffisantes pour que Kf soit localement connexe.

2. Représentation conforme de C rKf (cas où Kf est connexe)

Proposition 2. — Soit f : C → C un polynôme de degré d > 2. On suppose Kf

connexe. Alors, le rayon de capacité de Kf est 1, et la représentation conforme ϕ :

C rKf
≈−→ C r D, tangente à l’identité en ∞, conjugue f à z 7→ zd.

(1)Branner et Hubbard ont démontré que dans le cas d’un polynôme cubique f , soit Kf est connexe,

soit Kf est un ensemble de Cantor (ceci peut se produire même si un des points critiques a une

orbite bornée), soit une composante connexe de Kf est périodique et homéomorphe à l’ensemble de

Julia rempli d’un polynôme quadratique, les autres composantes connexes de Kf non réduites à un

point étant des préimages de cette composante.
(2)C’est le cas par exemple si f a un point fixe (ou périodique) indifférent irrationnel non linéarisable.
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Démonstration. — Soit R le rayon de capacité deKf ; posons r = 1/R, Φ(z) = 1/ϕ(z)

pour z ∈ C r Kf , et définissons g : Dr → Dr par g = Φ ◦ f ◦ Φ−1 sur Dr r {0} et

g(0) = 0. L’application g est holomorphe avec un zéro d’ordre d en 0, elle est donc de

la forme z 7→ uzd, et u ne s’annule pas sur Dr. D’autre part, g est propre, donc |u(z)|
tend vers 1/rd−1 quand |z| → r ; par suite, u est constante. Comme f est monique

et ϕ tangente à l’identité en ∞, on a u(0) = 1, d’où u(z) = 1 pour tout z, r = 1,

g(z) = zd pour z ∈ D et ϕ(f(ϕ−1(z))) = zd pour |z| > 1. Cqfd.

Remarques

1) Supposons que 0 ∈ Kf , soit z ∈ C r Kf et posons zn = fn(z). Il résulte de

l’équation fonctionnelle ϕ(zn+1) = (ϕ(zn))d que ϕ est donnée par le produit infini

ϕ(z) = z

∞∏

n=0

(
1 +

ad−1

zn
+ · · ·+ a0

zd
n

)1/dn+1

notations du n◦1.

L’ambigüıté due à l’exposant fractionnaire est levée de la façon suivante : pour n tel

que |zn| > R∗, prendre la détermination principale de (1 + ζ)1/dn+1

sur D. D’autre

part, chaque facteur, comme fonction de z, admet une unique détermination continue

tendant vers 1 quand z →∞. Ce produit infini converge avec une rapidité fantastique

à partir du moment où |zn| > R∗.

2) Dans la démonstration (et même dans l’énoncé) de la proposition 2, nous sup-

posons connu le théorème de Riemann d’existence de la représentation conforme. On

n’en a pas vraiment besoin, puisqu’on peut le construire effectivement.

3. Le lacet de Carathéodory

Soit f : C → C un polynôme monique de degré d > 2 tel que Kf soit connexe.

Si Kf est localement connexe, la représentation conforme ψ = ϕ−1 : C r D → C r
Kf tangente à l’identité en ∞ admet un prolongement continu à C r D (théorème

de Carathéodory), d’où une application continue surjective γ : T = R/Z → ∂K

définie par t 7→ ψ(e2iπt) : c’est le lacet de Carathéodory de Kf (ou de f). Nous allons

donner un procédé pour construire le lacet de Carathéodory, procédé qui converge si

et seulement si Kf est localement connexe. Par la suite, on utilisera la convergence

de ce procédé comme critère pour savoir si Kf est localement connexe.

Considérons le rayon externe R(Kf , 0) d’argument 0. Soit γ0 : T→ C un lacet tel

que γ(T) ⊂ C r Kf , γ0(0) ∈ R(Kf , 0), γ0 d’indice 1 par rapport à un point (donc à

tout point) de Kf .

Proposition 3

a) On peut définir par récurrence une suite (γn) de lacets T→ C par les conditions

f(γn+1(t)) = γn(d · t), γn+1(0) ∈ R(Kf , 0).
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b) Pour que Kf soit localement connexe, il faut et il suffit que la suite (γn) soit

uniformément convergente.

c) Si Kf est localement connexe, lim(γn) est le lacet de Carathéodory de Kf .

Démonstration

(a) L’application ϕ ◦ γ0 est de la forme t 7→ ρ(t)e2iπθ(t), où ρ : T → ]1,+∞[

et θ : T → T sont continues, avec θ de degré 1 et θ(0) = 0. L’application θ se

relève en θ̃ : R → R continue avec θ̃(0) = 0 et θ̃(t + 1) = θ̃(t) + 1. Alors, γn est

donné par t 7→ ϕ−1(ρn(t)e2iπθn(t)), où ρn(t) = ρ(t)1/2n

et θn : T → T provient

de θ̃n : t 7→ 1
2n θ̃(2

nt).

(b - il faut) et (c) Uniformément sur T, ρn → 1 et θn → id. Si Kf est locale-

ment connexe, ψ = ϕ−1 admet un prolongement continu à C r D, donc γn converge

uniformément vers t 7→ ψ(e2iπt).

(b - il suffit) Supposons que les γn convergent uniformément vers un lacet γ∞ :

T→ C, et montrons que γ∞(T) = ∂Kf . Tout compact de Σ r D est contenu dans un

ΣrD1+ε, donc tout compact de ΣrKf est contenu dans un ϕ−1(ΣrD1+ε). Comme

ρn → 1 uniformément, pour tout voisinage V de Kf , on a γn(T) ⊂ V pour n assez

grand. Il en résulte que γ∞(T) ⊂ ∂Kf .

Soit x ∈ Kf et y ∈ C r Kf un point voisin de x. Soit L un chemin dans Σ r Kf

joignant y à∞. Pour n assez grand, γn(T)∩L = ∅, donc γn est d’indice 0 par rapport

à y. Comme il est d’indice 1 par rapport à x, γn(T) coupe le segment [x, y], et il existe

un tn tel que γn(tn) ∈ [x, y], d’où |γn(tn)− x| < |y − x|. Ceci ayant lieu pour tout y,

on peut trouver une suite (nk) et une suite (sk = tnk
) telle que γnk

(sk) → x. Quitte

à extraire une suite, on peut supposer que (sk) a une limite s, alors γ∞(s) = x.

Ceci montre que γ∞(T) = ∂Kf . Comme l’image d’un compact localement connexe

par une application continue est localement connexe, ∂Kf est localement connexe, et

il en résulte que Kf est localement connexe. Cqfd.

4. Applications expansives et sous-expansives

Soit Ω un ouvert de C. Une métrique riemannienne (compatible avec la structure

complexe) sur Ω est la donnée pour tout point z ∈ Ω d’une norme sur Tz(Ω) = C ; cette

norme est nécessairement de la forme t 7→ ‖t‖ = u(z)|dz| où u est une fonction sur Ω

à valeurs dans R∗
+. On écrira ‖dz‖ = u(z)|dz|. Si u est continue (resp. ...) on dira que

c’est une métrique riemannienne à coefficients continus (resp. ...). Si Ω est muni de

la métrique riemannienne définie par une fonction continue u, on définit la longueur

`u(γ) d’un chemin γ de classe C1 par `u(γ) =
∫ 1

0
‖d(γ(t))‖ =

∫ 1

0
u(γ(t))|γ′(t)|dt. La

distance du(x, y) pour x et y dans Ω est la borne inférieure des longueurs des chemins

de x à y. Soit f : Ω → Ω1 une application holomorphe, où Ω et Ω1 sont des ouverts

de C munis de métriques riemanniennes définies par u et u1 respectivement. Pour
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x ∈ Ω, la norme de Txf : TxΩ→ Tf(x)Ω1 (chacun de ces deux espaces étant muni de

sa norme) est :

‖Txf‖ =
u1(f(x))

u(x)
|f ′(x)|.

Soient Ω un ouvert de C, f : Ω → C une application holomorphe et Λ une partie

de Ω telle que f(Λ) ⊂ Λ. Soit u : Ω → R∗
+ une fonction continue. On dit que f est

fortement dilatante sur Λ pour la métrique riemannienne définie par u si

(FD) (∃λ > 1) (∀x ∈ Λ) ‖Txf‖ > λ.

Si Λ est compact et u continue, il suffit que

(∀x ∈ Λ) ‖Txf‖ > 1.

Définition. — On dit que f est expansive sur Λ s’il existe un voisinage V de Λ dans

Ω et une fonction continue u : V → R∗
+ telle que f soit fortement dilatante pour la

métrique riemannienne définie par u.

Exercice. — Si Λ est compact, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est expansive sur Λ.

(ii) (∃λ > 1), (∃ c > 0), (∀x ∈ Λ), (∀n ∈ N), |(fn)′(x)| > cλn.

(iii) (∀x ∈ Λ), (∃n ∈ N), |(fn)′(x)| > 1.

Remarque terminologique. — Je devrais peut-être dire « fortement expansive », cer-

tains auteurs donnant à « expansive » un sens plus faible. L’anglais permet de faire

une nuance entre « expansive » et « expanding ».

Nous allons montrer que, si un polynôme f est expansif sur son ensemble de Ju-

lia Jf , le compact Kf est localement connexe (et Jf aussi). Mais ceci est vrai sous

des hypothèses plus faibles. Pour les formules, nous allons introduire la notion d’ap-

plication sous-expansive.

Nous appellerons métrique riemannienne admissible sur Ω une métrique ‖dz‖ =

u(z)|dz| où u est définie continue et strictement positive sur Ω r {a1, . . . , ak}, avec

au voisinage de chacun des ai une inégalité mi 6 u(z) 6 ci/|z − ai|βi avec mi > 0,

0 < βi < 1, ci <∞.

Une métrique admissible permet de définir une longueur finie pour tout arc R-

analytique par morceaux, et une distance qui définit la même topologie que la métrique

ordinaire (avec mi|z − ai| 6 d(ai, z) 6 ci|z − ai|1−βi/(1− βi)). On dit que f : Ω→ C
est fortement dilatante sur Λ si chacun des f(ai) est l’un des aj , et s’il existe un

voisinage V de Λ et un λ > 1 tels que :

(∀x ∈ V r ({ai}i ∪ f−1({ai}i)), (‖Txf‖ > λ).

Définition. — Soit Λ ⊂ Ω un compact tel que f(Λ) ⊂ Λ. Nous dirons que f est sous-

expansive sur Λ s’il existe un voisinage V de Λ dans Ω et une métrique riemannienne

admissible sur V pour laquelle f soit fortement dilatante sur Λ.
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5. Connexité locale pour les polynômes sous-hyperboliques

Définition. — Soit f un polynôme. On dit que f est hyperbolique (resp. sous-

hyperbolique) si f est expansif (resp. sous-expansif) sur son ensemble de Julia Jf .

Proposition 4. — Soit f un polynôme tel que Kf soit connexe. Si f est sous-

hyperbolique, Kf est localement connexe.

Démonstration. — Nous allons montrer que la suite (γn) définie au n◦3 converge

uniformément. Soient V un voisinage de Jf sur lequel il existe une métrique admissible

µ pour laquelle f est fortement dilatante, V1 un voisinage connexe de Jf relativement

compact dans V . Pour n assez grand (disons n > N), on a γn(T) ⊂ V1, et γn et

γn+1 sont homotopes dans V1 r Jf . Notons E l’ensemble des lacets η : T → V 1 et F
l’ensemble des lacets η : T → V1 r Jf , homotopes aux γn pour n > N , et tels que

η(0) ∈ R(Kf , 0). Munissons V de la distance définie par µ, V 1 de la distance induite,

E de la distance de la convergence uniforme pour cette distance, et F de la distance

suivante :

d(η, η′) = inf
h homotopie

de η à η′

h(s,0)∈R(Kf ,0)

sup
t∈T

`µ(s 7−→ h(s, t)).

On peut supposer que ϕ(V1 rKf ) est une couronne. On a, pour n > N ,

dF(γn+1, γn+2) 6
1

λ
dF (γn, γn+1). Cqfd.

6. Points périodiques

Soit f : C→ C un polynôme (ou une fonction holomorphe).

Un point périodique pour f est un point x de C tel qu’il existe un n > 0 pour

lequel fn(x) = x. Le plus petit n ayant cette propriété est la période k de x. Le

cycle de x est alors {x0, . . . , xk−1}, où xi = f i(x), et la valeur propre de ce cycle est

ρ = (fk)′(x) = Πif
′(xi). On dit que x est un point périodique attractif (resp. répulsif,

resp. indifférent) si |ρ| < 1 (resp. |ρ| > 1, resp. |ρ| = 1). Un point périodique est dit

superattractif si ρ = 0 ; cela équivaut à l’existence d’un point critique dans le cycle. On

dit que x est un point prépériodique s’il existe un entier ` tel que f `(x) soit périodique.

Si x est un point périodique attractif de période k, le bassin de x est l’ensemble

des points z tels que fnk(z) tende vers x quand n tend vers ∞. Le bassin immédiat

de x est la composante connexe du bassin de x contenant x. Le bassin (resp. bassin

immédiat) d’un cycle attractif est la réunion des bassins (resp. bassins immédiats) des

points de ce cycle.

Soient f un polynôme et x un point périodique attractif de f . Le bassin de x est

contenu dans Kf , donc x ∈
◦

Kf .

Lemme. — Le bassin immédiat de x est la composante connexe Ux de
◦

Kf contenant x.
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Figure 4. Le polynôme f(z) = −1.1z + 2.95iz2 + z3 a un cycle attractif

de période 2 indiqué sur la figure. Le bassin de ce cycle est colorié en gris,

et le bassin immédiat en gris foncé.

Démonstration. — Ce bassin immédiat est évidemment contenu dans Ux.

Soit V un disque fermé pour la métrique de Poincaré de Ux, de centre x. L’appli-

cation fk induit une application holomorphe de Ux dans lui-même, qui n’est pas un

isomorphisme, donc lipschitzienne de rapport λ < 1 sur V ; par suite, tout point de V

est attiré par x. Cqfd.

Proposition 5 (Fatou, Julia). — Tout cycle attractif a dans son bassin immédiat un

point critique au moins.

Démonstration. — Le bassin immédiat Ux d’un point x du cycle contient un point

critique de fk ; sinon Ux serait isomorphe au disque D et fk serait un automorphisme

de Ux dont l’inverse contredirait le lemme de Schwarz. La proposition en résulte.

Cqfd.

Corollaire. — Un polynôme de degré d a au plus d− 1 cycles attractifs.

Si x est un point périodique indifférent, sa valeur propre ρ est de la forme e2iπθ ;

on dit que x est un point périodique indifférent rationnel, diophantien, liouvillesque

si θ a ces propriétés. On dit que x est linéarisable s’il existe un difféomorphisme ϕ

d’un voisinage V de x sur un disque tel que ϕ◦fk ◦ϕ−1 soit z 7→ ρz. Le plus grand V

possible est le domaine de linéarisation de x.

Théorème (Siegel). — Tout point périodique, indifférent, diophantien est linéarisable.

Pour une démonstration, voir Siegel, Iteration of analytic functions, Ann. Math.

43 (1942).
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On peut donner une démonstration plus simple pour θ diophantien d’exposant 2

(Herman).

Rüssmann (1972) a étendu ce théorème à certaines valeurs non diophantiennes

de θ.(3)

7. Caractérisation des polynômes hyperboliques ou sous-hyperboliques

Théorème 1. — Soit f : C→ C un polynôme. Pour que f soit hyperbolique (resp. sous-

hyperbolique), il faut et il suffit que tout point critique de f appartenant à Kf soit

attiré par un cycle attractif (resp. soit prépériodique ou attiré par un cycle attractif).

Démonstration

a) Il faut. — Soient V un voisinage de Jf , µ une métrique riemannienne admissible

sur V , E ⊂ V un ensemble fini et λ > 1 tels que µ soit à coefficient continu sur

V rE et que, pour tout x ∈ (V rE) ∩ f−1(V rE), on ait ‖Txf‖µ > λ. Pour ε > 0,

notons Vε l’ensemble des x ∈ V tels que dµ(x, Jf ) 6 ε. Si ε est assez petit, on a

f−1(Vε) ⊂ V ; alors f−1(Vε) ⊂ Vε/λ ⊂
◦

V ε. En effet, pour tout x ∈ Vε et tout ε′ > ε,

on peut trouver un chemin γ de µ-longueur < ε′ joignant x à un point de Jf et évitant

E ; si y ∈ f−1(x), on peut relever γ en un chemin d’origine y, on obtient un chemin

de µ-longueur < ε′/λ joignant y à un point de Jf , d’où dµ(y, Jf ) < ε′/λ.

Choisissons un tel ε et posons L = Kf r
◦

V ε. L’ensemble L est compact, donc

la famille (Ui)i∈J des composantes connexes de
◦

Kf qui rencontrent L est finie et

chacune de ces composantes est prépériodique. D’autre part, on a f(L) ⊂
◦

L ; donc si

fk(Ui) ⊂ Ui, on a fk(Ui ∩ L) ⊂ Ui ∩
◦

L et fk induit une application de Ui ∩ L dans

lui-même fortement contractante pour la métrique de Poincaré de Ui. Il en résulte que

tout point de L est attiré par un cycle attractif.

Soit E∗ l’ensemble des a ∈ E tels que le coefficient de µ soit borné au voisinage

de a. Pour a ∈ E∗, on a f(a) ∈ E∗ si f(a) ∈ V . D’autre part, pour tout point critique c

de f appartenant à V , on a f(c) ∈ E∗ si f(c) ∈ V . Soit c un point critique de f ,

appartenant à K. Si (∀n) fn(c) ∈ Vε, l’ensemble des fn(c) pour n > 0 est contenu

dans E∗, donc fini, et c est prépériodique. S’il existe un n tel que fn(c) 6∈ Vε, pour un

tel n on a fn(c) ∈ L et c est attiré par un cycle attractif.

Si E = ∅, tout point critique est attiré par un cycle attractif.

(3)En 1942, Brjuno a amélioré le résultat de Siegel. Si le multiplicateur du cycle est e2iπα et si

(pn/qn)n>0 sont les réduites de α données par l’algorithme des fractions continues, alors le point

périodique est linéarisable à partir du moment où
P log qn+1

qn
< +∞. Un nombre α vérifiant cette

condition est appelé un nombre de Brjuno. En 1987, Yoccoz a démontré que cette condition est

optimale dans le sens où le polynôme quadratique P (z) = e2iπαz + z2 est linéarisable en 0 si et

seulement si α est un nombre de Brjuno.
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22 EXPOSÉ III. CONNEXITÉ LOCALE DE CERTAINS ENSEMBLES DE JULIA

b) Il suffit. — Soit R > R∗, de sorte que f−1(DR) ⊂ DR. Choisissons pour chaque

point périodique attractif a de f un disque ouvert ∆a centré en a de façon que

f(∆a) ⊂ ∆f(a). Posons U0 = DR r
⋃

a∈A ∆a, où A est l’ensemble des points pé-

riodiques attractifs, et Un = f−n(u0). Par construction de U0, l’ouvert U1 est rela-

tivement compact dans U0, et comme f : C → C est propre, Un+1 est relativement

compact dans Un pour tout n.

Supposons d’abord que tout point critique appartenant à Kf soit attiré par un

cycle attractif. Il existe alors un n tel que Un ne contienne aucun point critique de f .

Fixons un tel n et notons µ la métrique de Poincaré de Un (pour chaque composante

connexe V de Un, on prend la métrique de Poincaré du revêtement universel Ṽ de V et

on la descend sur V ). Soient V et V ′ deux composantes connexes de Un telles que V ′

contienne une composante connexe W de f−1(V ). Alors, il existe une application g :

Ṽ → Ṽ ′ qui est « une détermination de f−1 », plus précisément telle que f ◦ π′ ◦ g = π

où π : Ṽ → V et π′ : Ṽ ′ → V ′ sont les projections. En fait, V ′ ⊃W , donc g n’est pas

surjective, et ‖Texg‖ < 1 pour tout x̃ ∈ Ṽ , la norme étant prise pour les métriques de

Poincaré de Ṽ et Ṽ ′. Par suite, ‖Txf‖µ > 1 pour tout x ∈ Un+1, et f est dilatante

pour µ.

Supposons seulement, maintenant, que tout point critique appartenant à Kf soit

prépériodique ou attiré par un cycle attractif. Il existe un n tel que tout point critique c

de f appartenant à Un soit prépériodique, avec fp(c) ∈ Un pour tout p. Fixons un

tel n et notons E la réunion des orbites directes de ces points critiques. C’est un

ensemble fini, et il n’y a pas, dans E, de point critique périodique (car un tel point

serait superattractif, donc dans A). Pour x ∈ E, on peut définir δ(x) et ν(x) ∈ N par :

δ(x) =
∏

p>0 degfp(x) f et

ν(x) =
1

δ(x)
p.p.c.m. {δ(y)}y∈(

S
f−p(x))∩E.

Pour tout x ∈ E, on a δ(x) = degx f · δ(f(x)), et ν(f(x)) est un multiple de degx(f) ·
ν(x).

Soit X un revêtement ramifié fini de Un, non ramifié au-dessus de Un r E et

avec comme degré de ramification ν(x) en chaque point au-dessus de x pour x ∈ E.

Notons X̃ le revêtement universel de X , et π eX la projection X̃ → Un. Alors, X̃ induit

un revêtement galoisien de Un r E, et la métrique de Poincaré µ eX de X descend

sur Un r E et y donne une métrique riemannienne µ. Au voisinage de chaque point

x ∈ E, le coefficient de µ est de la forme u(z)/|z − x|β où u est continue > 0 et

β = (ν − 1)/ν ; par suite, µ est une métrique riemannienne admissible sur Un.

Soient x et y deux points de Un tels que y ∈ f−1(x). Il existe alors deux points x̃ et

ỹ de X̃ au-dessus de x et y respectivement, et une application holomorphe g : X̃ → X̃ ,

qui est un relèvement de f−1 telle que f(x̃) = ỹ. L’application g est contractante pour

la métrique de Poincaré de X̃. Mieux, comme l’image dans X de g(X̃) est contenue

dans π−1
X (Un+1), donc relativement compacte, g est lipschitzienne de rapport λg < 1.
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On a :

‖Tyf‖µ =
1

‖T eXg‖µfX

>
1

λg
.

Quand on fait varier y dans une composante connexe de Un+1, on peut garder la

même application g, et comme Un+1 n’a qu’un nombre fini de composantes connexes,

il existe un λ < 1 tel que, pour tout y ∈ Un+1 rE, on ait ‖Tyf‖µ > 1/λ. Autrement

dit, f est fortement dilatante pour µ, qui est une métrique riemannienne admissible

sur Un. Cqfd.

Remarque. — Il existe des polynômes dont l’ensemble de Julia est connexe, mais non

localement connexe. C’est le cas par exemple pour f polynôme de degré 2 admettant

un point fixe (ou périodique) indifférent non linéarisable. Pour une démonstration,

voir Séminaire Bourbaki, novembre 1982, [Bbk].

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007





EXPOSÉ IV

ARBRES DE HUBBARD

1. Action sur π0(
◦

Kf )

Soit f un polynôme de degré d > 2, et notons (Ui)i∈I la famille des composantes

connexes de
◦

K, de sorte que I = π0(
◦

Kf ). Rappelons que, pour tout i ∈ I , f(Ui)

est un des Uj , avec un j qu’on note f∗(i), et que f : Ui → Uj est holomorphe et

propre de degré di, avec di − 1 égal au nombre de points critiques dans Ui, comptés

avec multiplicité, de sorte que
∑

i(di − 1) 6 d − 1 (égalité si et seulement si f est

hyperbolique avec Kf connexe).

Proposition 1. — On suppose f sous-hyperbolique.

a) Tout élément de I est prépériodique pour f∗.

b) Pour tout i périodique, Ui contient un point périodique attractif, dont il est le

bassin immédiat.

c) Tout cycle de composantes connexes de
◦

Kf contient au moins un point critique.

Remarque. — a) est vrai sans l’hypothèse de sous-hyperbolicité (Sullivan), mais la

démonstration est beaucoup plus difficile.

Démonstration. — Soit V un voisinage de Jf , µ une métrique riemannienne admis-

sible sur V et λ > 1, tels que ∀x ∈ V ′ = f−1(V ), ‖Txf‖µ > λ. Soit ε > 0 tel que

V1 = {x ∈ V, dµ(x, Jf ) < ε} soit relativement compact dans V ; posons V ′
1 = f−1(V1)

et L = Kf r V ′
1 . L’ensemble L est compact et on a f(L) = Kf r V1 ⊂

◦

L. Notons IL
l’ensemble des i ∈ I tels que Ui ∩L 6= ∅. Comme les Ui ∩L forment un recouvrement

de L par des ouverts disjoints, IL est fini.

(a) On a f∗(IL) = IL, donc tout élément de IL est prépériodique. Soient i ∈ I ,

x ∈ Ui et

n >
log ε− log d(x, Jf )

logλ
.

Alors fn(x) ∈ L, d’où fn
∗ (i) ∈ IL, donc i est prépériodique.
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(b) Soit i tel que fk
∗ (i) = i, avec k > 1. On a alors fk(L ∩ Ui) ⊂ L′ ∩ Ui ⊂

◦

L ∩ Ui.

Il en résulte que diam(fk(L ∩ Ui)) < diam(Lk ∩ Ui), où le diamètre est mesuré pour

la métrique de Poincaré de Ui. Par suite, fk : Ui → Ui n’est pas un isomorphisme,

‖Txf
k‖ < 1 pour tout x ∈ L ∩ Ui, supL∩Ui

‖Txf
k‖ < 1, fk : L ∩ Ui → L ∩ Ui est

fortement contractante, donc admet un point fixe αi attractif.

Le point périodique αi attire tout point de L ∩ Ui, et en faisant varier ε, on voit

qu’il attire tout point de Ui, donc Ui est contenu dans le bassin de αi. Comme il

est connexe, il est contenu dans le bassin immédiat. Ce bassin immédiat est connexe,

contenu dans
◦

Kf et contient αi, donc contient Ui, et finalement lui est égal.

(c) L’application fk : Ui → Ui est holomorphe et propre mais n’est pas un isomor-

phisme, donc est de degré δ > 1. Or,
∏k−1

j=0 dfj
∗(i) = δ, donc l’un de ces facteurs est

> 1, et l’ouvert Ufj
∗(i) correspondant contient un point critique. Cqfd.

2. Les centres des Ui

On garde les notations du §1.

Proposition 2. — On suppose que tout point critique de f est prépériodique. On peut

alors choisir, pour tout i ∈ I, un isomorphisme ϕi : Ui → D de façon que ∀ i,
ϕf∗(i) ◦ f ◦ ϕ−1

i : D → D soit l’application z 7→ zdi. Si d = 2, ce choix est possible de

façon unique.

Lemme. — Soit h : D → D une application holomorphe et propre, de degré δ, telle

que h(0) = 0. On suppose que tout point critique de h est prépériodique. Alors, h est

de la forme z 7→ λzδ avec |λ| = 1.

Démonstration. — Si δ = 1, h est un isomorphisme, donc de la forme z 7→ λz. On

peut donc supposer δ > 1. Alors, 0 attire D, et tout point critique de h tombe sur 0

en un temps fini.

Notons A la réunion des orbites directes des points critiques de h. L’ensemble A

est fini. Soit γ un lacet entourant A tel que γ ∩ h−n(A) = ∅ pour tout n, et posons

γn = hn(γ). Pour n assez grand, γn est contenu dans un petit disque de centre 0, qui

ne contient aucun autre point de A. Alors, γn est homotope dans D rA à un lacet ηn

de longueur arbitrairement petite pour la métrique de Poincaré de D r A. Comme

hn : D r f−n(A)→ D rA est un revêtement, γ est homotope dans D r h−n(A) (et à

fortiori dans D rA) à un lacet η relevant ηn. On a alors longD(η) 6 longDrh−n(A) η =

longDrA ηn arbitrairement petite, ce qui montre que A est réduit à un point qui est

nécessairement 0. La multiplicité de 0 comme point critique est δ − 1.

L’application h est donc de la forme z 7→ u(z) ·zδ, où u est holomorphe, ne s’annule

pas, et |u(z)| → 1 puisque h est propre. Par suite, u est constante de module 1. Cqfd.
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Démonstration de la proposition 2. — Soit i ∈ I un point périodique de période k,

et αi le point périodique attractif pour f appartenant à Ui. Soit ϕi : Ui → D un

isomorphisme tel que ϕ(αi) = 0 et posons h = ϕi ◦fk ◦ϕ−1
i . Il résulte du lemme que h

est de la forme z 7→ λzδ, et on a δ > 1 en vertu de la proposition 1 (c). Si on remplace

ϕi par µϕi avec |µ| = 1, on remplace λ par µδ−1λ. Par suite, on peut choisir ϕi de

façon que λ = 1. Ce choix peut être fait de δ − 1 façons.

Pour 0 6 ` 6 k− 1, la relation d’équivalence définie sur Ui par f ` est plus fine que

celle définie par fk ; transportée à D par ϕi, elle devient de la forme z ∼ z′1 ⇔ zδ′

= zδ′

1 ,

où δ′ est un diviseur de δ. On peut donc choisir, de façon unique ϕf`
∗(i) : Uf`

∗(i)
∼−→ D,

tel que ϕf`
∗(i) ◦ f ` ◦ ϕ−1

i soit z 7→ zδ′

.

On a alors ϕf∗(j)◦f ◦ϕj = (z 7→ zdj ) pour tout j dans le cycle {f `
∗(i)}`=0,...,k−1. On

procède de même pour chacun des cycles de f∗. On construit ensuite par récurrence

sur ν les ϕi pour les i tels que fν
∗ (i) soit périodique. Le point ϕ−1

i (0) est appelé le

centre de Ui. Le pas de récurrence se fait en observant que, s’il y a un point critique

dans Ui, son image est nécessairement le centre de Uf∗(i) car dans cet ouvert le centre

est le seul point prépériodique. On a alors di choix possibles pour ϕi. Finalement, le

nombre de choix pour la famille (ϕi) est
∏

ζcycle((
∏

i∈ζ di))×
∏

i non périodique di.

En particulier, si d = 2, il y a 1 point critique simple (donc avec un di = 2) dans

l’unique cycle, donc 1 choix pour la famille. Cqfd.

Remarque. — Même s’il a du choix pour les ϕi, pour chaque i le centre ϕ−1
i (0) de Ui

est déterminé de façon unique.

3. L’arbre de Hubbard

Dans la suite, f désigne un polynôme de degré d > 2 tel que tout point critique

soit prépériodique. On rappelle que cela entrâıne que f est sous-hyperbolique, et que

Kf est connexe. On reprend les notations des §1 et 2. En particulier, chaque Ui est

muni d’un centre, ce qui permet de définir les arcs réglementaires.

On rappelle que, si x et y sont deux points de Kf , il existe un arc réglementaire

unique [x; y]Kf
d’extrémités x et y, et que si (xs) est une famille de points de Kf ,

l’ensemble
⋃

[xs1 , xsi ]Kf
est un arbre topologique fini, appelé enveloppe réglementai-

rement convexe (ou enveloppe réglementaire) des xs.

Définition. — Nous appellerons arbre de Hubbard de f l’enveloppe réglementairement

convexe Hf de la réunion des orbites directes des points critiques.

Notons C l’ensemble des points critiques de f et (Hσ) les fermetures des compo-

santes de Hf r C.

Proposition 3. — L’application f induit une application continue de Hf dans lui-

même, dont la restriction à chacun des Hσ est injective.
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x3

x0=x4

x1

x2

Figure 1. Un exemple d’arbre de Hubbard. Le point critique est pério-

dique de période 4.

Lemme 1. — Soit Γ ⊂ Kf un arc réglementaire ne contenant pas de point critique

de f sauf éventuellement ses extrémités. Alors, f|Γ est injective et f(Γ) est un arc

réglementaire.

Démonstration. — Soit γ : I → Kf un chemin injectif d’image Γ. Si f ◦ γ est injectif,

son image est un arc réglementaire car f transforme un rayon interne de U i en un

rayon interne de Uf∗(i). Montrons que η = f ◦ γ est nécessairement injectif. Il est

clair que γ est localement injectif, donc S = {(t1, t2) | t1 < t2 et η(t1) = η(t2)} est

compact. Supposons S 6= 0, et soient (t1, t2) ∈ S avec t2− t1 minimum et t3 ∈ ]t1, t2[.

Alors, η([t1, t3]) et η([t3, t2]) sont des arcs réglementaires de mêmes extrémités ; ils

cöıncident, ce qui est en contradiction avec l’injectivité de η sur ]t1, t2[. On a donc

S = ∅, η est injectif et f(Γ) = η(I) est un arc réglementaire. Cqfd.

Lemme 2. — Soient (xs) une famille finie de points de Kf et H l’enveloppe réglemen-

tairement convexe des (xs). Alors, f(H) est l’enveloppe réglementairement convexe

des f(xs) et des f(w) pour w ∈ H ∩ C.

Démonstration. — L’ensemble H est réunion d’arcs réglementaires de la forme

[xs1 , xs2 ]Kf
, [xs, w]Kf

, [w1, w2]Kf
ne contenant pas d’élément de C sauf éven-

tuellement leurs extrémités. Alors, f(H) est la réunion des [f(xs1 ), f(xs2)]Kf
,

[f(xs1), f(w)]Kf
, [f(w1), f(w2)]Kf

correspondants, donc est contenu dans l’enveloppe

réglementairement convexe des f(xs) et des f(w). Comme il est connexe et contient

les f(xs) et les f(w), f(H) est égal à cette enveloppe. Cqfd.

DOCUMENTS MATHÉMATIQUES
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Démonstration de la proposition 3. — La première assertion résulte du lemme 2. Si x

et y sont deux points distincts du mêmeHσ , l’arc Γ = [x, y]Kf
ne contient pas de point

critique, sauf éventuellement x ou y, donc f|Γ est injective et f(x) 6= f(y). Cqfd.

4. Cas du degré 2

On suppose en outre d = 2, et f de la forme z 7→ z2 + c. Le point critique est 0.

On pose an = fn(0), et on note A l’orbite directe de 0 (qui est finie par hypothèse).

Deux cas sont possibles :

Cas périodique. — 0 est périodique, on note k sa période ; on a donc d0 = 2, di = 1

pour i = 1, . . . , k − 1, et fk : U0 → U0 est de degré δ = 2 :

U0 2→1

f
// U1 1→1

f
// U2 1→1

f
// · · ·

1→1

f
// Uk−1

1→1

f

ee

Toute autre composante de
◦

Kf tombe en un temps fini, par un homéomorphisme, sur

l’un des Ui.

Cas strictement prépériodique (ou de Misurewicz). — 0 tombe en ` coups sur un cycle

d’ordre k : on a a` = ak+`, a`−1 6= ak+`−1, d’où ` > 2 et a`−1 = −a`+k−1. L’ensemble

K est d’intérieur vide (proposition 2) et le cycle {a`, . . . , a`+k−1} est répulsif. Notons

ν(i) le nombre de brins de l’arbre Hf en ai.

Proposition 4. — On suppose d = 2.

a) Cas périodique :

Si k = 1, on a c = 0, ν(0) = 0.

Si k > 1, il existe r, 2 6 r 6 k, tel que ν(i) = 1 pour 1 6 i 6 r et ν(i) = 2 pour

r < i 6 k.

Les arguments internes des brins en ai sont : 0 si ν(i) = 1, 0 et 1/2 si ν(i) = 2.

b) Cas strictement prépériodique : On a ν(0) = 2,

ν(1) = ν(2) = 1 6 · · · 6 ν(`) = · · · = ν(`+ k − 1).

Démonstration

a) Puisque f(Hf ) ⊂ Hf , on a ν(1) > 1
2ν(0), et ν(1) 6 ν(2) 6 · · · 6 ν(k) = ν(0).

D’autre part, si Hf 6= {a0}, cet arbre a au moins deux extrémités, donc il existe au

moins 2 valeurs de i telles que ν(i) = 1, d’où ν(i) = ν(2) = 1 6 · · · 6 ν(k) = ν(0) 6 2.

Notons Ai l’ensemble des arguments internes des brins en ai (de sorte que νi = #Ai),

et q : T → T l’application t 7→ 2t. On a q(A1) ⊂ A1 puisque fk(H) ⊂ H , d’où

A1 = {0}. On a q(A0) ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ak = A0, d’où A0 ⊂ q−1(0) = {0, 1/2} et

{0} ⊂ Ai ⊂ {0, 1/2}.
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b) On a encore :

1

2
ν(0) 6 ν(1) 6 · · · 6 ν(`) 6 · · · 6 ν(`+ k − 1) 6 ν(`+ k) = ν(`).

Montrons que ν(0) > 1. Si on avait ν(0) = 1, l’application f : H → H serait injective ;

en contradiction avec f(a`−1) = f(a`+k−1). Comme Hf doit avoir au moins deux

extrémités, on a ν(1) = ν(2) = 1. Cqfd.
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x1

c ∼ −1.754878

c = i

c = −1

x2

x0=x3

x2=x4

x2

x0

x3

x1

x1 x0=x2

x1

x1x2

c = 0

c = −2

le lapin de Douady

x0=x1

x0=x3

x0 x2=x3

Quatre arbres de Hubbard périodiques.

Deux arbres de Hubbard prépériodiques.

−i

−1−i i

0

−2 0 2
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EXPOSÉ V

ENSEMBLES DE JULIA DE MESURE NULLE(1)

La question de savoir si Jf est de mesure nulle pour tout polynôme f est ouverte

(même pour les polynômes z 7→ z2 + c). Nous montrons que c’est le cas si f est

hyperbolique, ou seulement sous-hyperbolique (dans ce dernier cas, la démonstration

est seulement esquissée).(2)

1. Distorsion

Définition. — Soient U un ouvert connexe de C et f : U → C une application holo-

morphe. On appelle distorsion de f sur U le nombre :

distU (f) = sup
x,y∈U

∣∣∣Log
f ′(y)

f ′(x)

∣∣∣.

Commentaire. — On a distU (f) = 0 si f est affine. On a distU (f) = ∞ a un point

critique ou si f ′ est une application u→ C∗ non homotope à une constante. Dans les

autres cas, il faut prendre la détermination du Log qui vaut 0 si x = y.

Si f : U → V et g : V → C sont des applications holomorphes, on a

distU (g ◦ f) 6 distU (f) + distV (g).

(1)Les résultats de cet exposé ont été obtenus indépendamment par M. Yu. Lyubich. Une démons-

tration succincte est publiée dans « On typical behaviour of the trajectories of a rational mapping of

the sphere » (Dokl., t. 268 (1982), n◦1 ; traduction Soviet Math. Dokl., vol. 27 (1983), n◦1).
(2)Si f est géométriquement fini (tout point critique dans l’ensemble de Julia a une orbite finie,

ce qui autorise la présence de cycles indifférents rationnels), on sait que l’ensemble de Julia est de

mesure nulle. Dans le cas des polynômes quadratiques, Lyubich et indépendamment Shishikura, ont

démontré que l’ensemble de Julia d’un polynôme non infiniment renormalisable est de mesure nulle.

Petersen et plus tard Petersen-Zakeri ont démontré que pour presque tout α ∈ R/Z, un polynôme

quadratique ayant un point périodique indifférent irrationnel de multiplicateur e2iπα a un ensemble

de Julia de mesure nulle.
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Si f : U
∼−→ V est un isomorphisme, on a : distU (f) = distV (f−1). On a

distU (f) 6 diam int(U) · sup
∣∣∣f

′′

f ′

∣∣∣,

où

diam int(U) = sup
x,y∈U

(
inf

γ chemin de
x à y

(`(γ))
)
, `(γ) = longueur de γ.

Théorème 1 (Quasi-auto-similitude). — Soient U un ouvert de C, f : U → C une

application holomorphe, Λ ⊂ U un compact tel que f(Λ) ⊂ Λ et que f soit expansive

sur Λ. Alors :

(∀m > 0) (∃ a, b)
b>a>0

(∀ ε)
06ε6a

(∀x ∈ Λ) (∃n ∈ N)

B(fn(x), a) ⊂ fn(B(x, ε)) ⊂ B(fn(x), b) et distB(x,ε)(f
n) 6 m.

Démonstration. — Soient U1 un voisinage relativement compact de Λ dans U ,

u : U1 → R∗
+ une application continue définissant une métrique riemannienne µ et

λ > 1, tels que ‖T2f‖µ > λ pour tout z ∈ U1 ∩ f−1(U1).

Posons

M1 = inf
U1

u, M2 = sup
U1

u, M3 = sup
U1

∣∣∣f
′′

f ′

∣∣∣, M4 = sup
U1

|f ′|,

M =
M2M3

M1
et b0 = d(Λ,C r U1).

Soit m tel que 0 < m 6 1 ; posons

b = inf
(
b0
M1

M2
,
m(λ− 1)

2m

)
et a =

be−2m

M4
.

Soit x ∈ Λ ; posons xk = fk(x) et ρk = (fk)′(x) pour tout k. Choisissons n ∈ N
arbitrairement, posons Vn = B(xn, b) et, pour 0 6 k 6 n, notons Vk la composante

connexe de f−(n−k)(Vn) contenant xk , de sorte que fn−k induit un homéomorphisme

de Vk sur Vn. On a

diam int(Vk) 6
2bM2

M1λn−k
,

d’où

distVk
(f) 6

2bM

λn−k
et distV0(f

n) 6

n−1∑

k=0

distVk
(f) <

2bM

λ− 1
6 m.

Il en résulte que

V0 ⊃ B
(
x0,

b

ρn
e−m

)
et f−n(B(xn, a)) ∩ V0 ⊂ B

(
x0,

a

ρn
em

)
.

Posons ε0 = be−m et soit ε tel que 0 < ε 6 ε0.
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Revenons maintenant sur le choix de n. Comme on a ρk < ρk+1 6 M4ρk pour

tout k, et M4e
ma = e−mb, si n est la plus grande valeur de k telle que ρkε 6 e−mb,

on a : ρnε > ema, d’où

f−n(B(xn, a)) ∩ V0 ⊂ B(x0, ε) ⊂ V0 et B(xn, a) ⊂ fn(B(x0, ε)) ⊂ B(xn, b)

et distB(x0,ε) f
n 6 m. Cqfd.

2. Densité

Dans RN (ici N = 2), soient Λ et V deux ensembles mesurables, avec

0 < mesV <∞ (mes(V ) désigne la mesure de Lebesgue de V ). On appelle den-

sité de Λ dans V le nombre

dV (Λ) =
mes(Λ ∩ V )

mes(V )
.

Si V ⊂ V ′ avec mes(V ′) <∞, on a

dV ′(Λ) >
mes(V )

mes(V ′)
dV (Λ) et 1− dV ′(Λ) >

mes(V )

mes(V ′)
(1− dV (Λ).

Rappelons le théorème de densité de Lebesgue : Pour presque tout x ∈ Λ, la densité

dB(x,r)Λ tend vers 1 quand r → 0. Nous utiliserons le résultat plus faible suivant :

Proposition 1. — Soit Λ ⊂ RN un compact. Si mes(V ) > 0, on peut choisir pour tout

ρ > 0 un point xρ ∈ Λ de façon que dB(xρ,ρ)Λ→ 1 quand ρ→ 0.

Démonstration. — Pour ρ > 0, notons Pρ un pavage de Rn par des cubes de côté 4ρ,

et Λ(ρ) la réunion des pavés P de Pρ rencontrant Λ. On a mes(Λ(ρ))→ mes(Λ), d’où

dΛ(ρ)Λ→ 1. Mais dΛ(ρ)Λ est la moyenne des dP (Λ), donc on peut choisir pour chaque

ρ un pavé Pρ de Pρ de façon que dPρ(Λ) → 1. Soit P ′
ρ le cube concentrique de côté

2ρ. Pour ρ assez petit, on a dPρ(Λ) > 1− 1/2N , donc Λ ∩ P ′
ρ 6= ∅ et on peut choisir

xρ ∈ Λ ∩ P ′
ρ. Alors, B(x, ρ) ⊂ Pρ, et

mes(B(x, ρ))

mes(Pρ)
=

mes(B)

4N
,

d’où

1− dB(x,ρ)(Λ) 6
4N

mes(B)
(1− dPρ(Λ)) −→ 0. Cqfd.

Proposition 2. — Soient f : U → C une fonction holomorphe, Λ ⊂ U un compact et

V ⊂ U un ouvert tel que f|V soit injective. Si distV (f) 6 m, on a :

1− df(V )f(Λ) 6 e2m(1− dV (Λ)).
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Démonstration. — Soit h = infV |f ′|. On a mes(f(V )) > h2 mes(V ) et

mes(f(V ) r f(Λ)) 6 mes(f(V r Λ)) 6 h2e2m mes(V r Λ)

= h2e2m(1− dV (Λ)) mes(V ),

d’où

1− df(V )f(Λ) =
mes(f(V ) r f(Λ))

mes(f(V ))
6 e2m(1− dV (Λ)). Cqfd.

3. Le cas hyperbolique

Théorème 2. — Soient f : U → C une application holomorphe et Λ ⊂ U un compact

tel que f(Λ) ⊂ Λ et que f soit expansive sur Λ. Alors, Λ est de mesure nulle.

Corollaire. — Pour tout polynôme hyperbolique f , l’ensemble Jf est de mesure nulle.

Lemme 1. — L’ensemble Λ est d’intérieur vide.

Démonstration. — Supposons que W soit une composante connexe de
◦

Λ, et soit

x ∈ W . La famille des fn
|W est bornée, donc les |(fn)′(x)| forment une suite bornée.

Mais comme f est expansive sur Λ, cette suite tend vers +∞. Contradiction. Cqfd.

Démonstration du théorème 2. — Supposons mes(Λ) > 0. Choisissons m > 0 et soit

(ρν) une suite de nombres > 0 tendant vers 0. D’après la proposition 1, on peut

trouver pour chaque ν un xν ∈ Λ de façon que dB(xν ,ρν)Λ→ 1. D’après le théorème 1,

on peut trouver des nombres a et b (indépendants de ν), et pour chaque ν un nν ∈ N
tel que, en posant yν = fnν (xν), on ait :

B(yν , a) ⊂ fnνB(xν , ρν) ⊂ B(yν , b) et distB(xν ,ρν) f
nν 6 m,

d’où

1− dB(yν ,a)(Λ) 6
b2

a2
(1− dfnνB(xν ,ρν )

(Λ)) 6
b2

a2
e2m(1− dB(xν ,ρν)(Λ)) −→ 0.

Quitte à extraire une suite, on peut supposer que (yν) a une limite y, et que

|y − yν | < a/2 pour tout ν. Alors,

B(y, a/2) ⊂ B(yν , a), et 1− dB(y,a/2)(Λ) 6 4 · (1− dB(yν ,a)(Λ)) −→ 0.

Mais, cela ne dépend pas de ν ; d’où dB(y,a/2)(Λ) = 1 et Λ ⊃ B(y, a/2) puisque Λ est

compact. Ceci contredit le lemme 1. Cqfd.
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4. Cas sous-hyperbolique : construction d’un revêtement
Je n’ai pas bien compris

ce paragraphe Nous allons reprendre la construction ci-dessus en la modifiant de façon à tenir

compte de la présence des points critiques.

Soit f un polynôme sous-hyperbolique. Notons A (resp. A∗) la réunion des orbites

directes (resp. des orbites directes strictes) des points critiques de f , degαf le degré

de ramification de f en α (la valeur de d telle que f(α+ z) = f(α) + czd + · · · avec

c 6= 0). Pour α ∈ A, notons ν(α) le produit des degβ(f) pour les points critiques qui

sont dans l’orbite inverse stricte de α.

Soient U un voisinage relativement compact de Jf tel que U ′ = f−1(U) b U ,

soit u : U → ]0,+∞] une fonction continue telle que u−1(∞) = A∗, définissant

une métrique riemannienne admissible µ, et λ > 1 tels que ‖Txf‖µ > λ pour tout

x ∈ U ′ r A. Pour tout a ∈ A, choisissons trois disques ∆α,∆
′
α,∆

′′
α de centre α, de

rayon rα, r
′
α, r

′′
α avec r′′α < r′α < rα, de façon que

∆f(α) b f(∆α), ∆′
f(α) b f(∆′

α) ⊂ ∆f(α), ∆′′
f(α) b f(∆′′

α),

et que les ∆α soient disjoints.

Nous allons maintenant construire un revêtement ramifié (non galoisien en général),

Y de U , ramifié seulement au-dessus de A∗. Soit β un point périodique répulsif de f

n’appartenant pas à A, de période k. Notons Y l’ensemble des suites x = (xn)n∈N

dans U telles que f(xn) = xn−1 pour n > 1 et (∃ r), xkp+r → β quand p → ∞. On

munit Y de la topologie de la convergence uniforme.

Soit x ∈ Y . Il existe un n tel que xn 6∈ A∗. Alors, pour tout p > n, on a xp 6∈ A∗,

puisque f(A∗) ⊂ A∗. Si on pose ρ = d(xn, A
∗), pour tout q > 0 l’application f q

admet une section σn+q continue sur D(xn, ρ), telle que σq(xn) = xn+q . En posant

σn−q(z) = f q(z), on obtient une section σ de πn : (zν) → zn, d’où un voisinage

de x homéomorphe au disque D(xn, ρ), et muni d’une carte dans ce disque. Ces

cartes munissent Y d’une structure de variété. L’application π fait de Y rπ−1(A∗) un

revêtement de U rA∗. Pour a ∈ A∗, l’image réciproque de ∆α se compose de disques

analytiques avec degré de ramification divisant ν(α) (mais en général pas le même

d’un disque à l’autre c’est pourquoi le revêtement n’est pas galoisien).

L’application f̃ : x 7→ (f(xn)) = (f(x0), x0, x1, . . . ) est un isomorphisme de Y ′ =

π−1(U ′) sur Y : son inverse est (x0, x1, x2, . . . ) 7→ (x1, x2, x3, . . . ).

Nous munissons Y des cartes suivantes : Sur π−1(U r
⋃

∆′′
α), on prend les cartes

induites par π. Si α̃ ∈ π−1(α) avec α ∈ A, la composante connexe ∆eα de π−1(∆α)

contenant α̃ se projette sur ∆α par une application ramifiée en α̃ de degré deα : on

munit ∆eα d’une coordonnée W = Weα(x) telle que (Weα(x))deα = π(x) − α = x0 − α.

Ces cartes forment un atlas A.

Nous allons maintenant munir Y d’une métrique riemannienne µ̃. Sur Y rπ−1(A∗),

considérons la métrique riemannienne π∗(µ). Pour chaque α ∈ A, notons `(α) le plus

petit i tel que f i(α) soit périodique.

Sur chaque cycle, on peut définir une famille (vα) de nombres > 0 telle que

|f ′(α)|vf(α)/vα > 1, puisque dans A tous les cycles sont répulsifs. On définit
∨
µeα pour
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α périodique par v
1/deα
α |dWeα|. On a alors ‖Teαf̃‖∨µ > 1 pour tout α̃ au-dessus d’un

point périodique. On peut ensuite par récurrence sur `(α) définir pour tout α ∈ A un

vα de façon que, en définissant
∨
µeα par la même formule, on ait encore ‖Teαf̃‖∨µ > 1 :

il suffit à chaque pas de prendre vα assez petit.

On peut alors trouver pour chaque α un disque ∆′′′
α ⊂ ∆′′

α de façon que ‖Teαf̃‖∨µ > 1

pour x ∈ ∆′′′
eα = ∆eα ∩ ∆′′′

α , α̃ ∈ π−1(α). On pose µ̃ = inf(π∗µ,M∗∨
µ) où M∗ est pris

assez grand pour que π∗µ < M∗∨
µ sur ∂∆′′′

eα pour tout α̃ (il suffit de le vérifier pour

un nombre fini de valeurs de α̃, puisque deux points de même degré de ramification

au-dessus du même point α donnent la même chose).

Proposition 3. — La métrique µ̃ a les propriétés suivantes :

a) Elle est à coefficient continu.

b) Il existe un λ̃ > 1 tel que ‖Texf̃‖eµ > λ̃ pour tout x̃ ∈ Y ′.

c) Tout point de Ur
⋂

∆
′′

α a un voisinage connexe au-dessus duquel les applications

de changement de feuillet sont des isométries. Pour chaque α ∈ A, on peut trouver

un nombre fini α̃1, . . . , α̃r de composantes de π−1(∆α) telle que chaque composante

de π−1(∆α) soit isométrique au-dessus de ∆eα à l’un des ∆eαi
.

Tout cela résulte de la construction de µ̃.

5. Cas sous-hyperbolique

Théorème 3. — Si f est un polynôme sous-hyperbolique, Jf est de mesure nulle.

Nous nous contentons d’indiquer les modifications à apporter aux démonstrations

des théorèmes 1 et 2.

Soient V ⊂ Y un ouvert et g : V → Y une application C-analytique telle que V

et g(V ) soient contenus dans les domaines de cartes de A. On note alors distV (g) la

distorsion de l’expression de g dans ces cartes. Si on a le choix entre plusieurs cartes

pour V ou g(V ), on prend le sup des distorsions des différentes expressions.

Soient x ∈ Y et r > 0. S’il existe une carte w : Ω→ C de A telle que B(w(x), r) ⊂
w(Ω), on pose B(x, r) = w−1(B(w(x), r). Si on a le choix, on choisit la carte induite

par π (ou on prend l’intersection).

Soient Λ ⊂ U un compact et V un ouvert de U contenu dans l’un des ∆α.

On pose :

d̃V (Λ) = inf
eα∈π−1(α)

dweα(π−1(V ))

(
weα(π−1(Λ))

)
.

On choisit b0 > 0 tel que, pour tout x ∈ Y ′ = π−1(U ′), B(x, b0) soit défini et pour

tout n > 0, f−n(B(x, b0)) soit contenu dans le domaine d’une carte de A.

Avec ces conventions, la démonstration est analogue.
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EXPOSÉ VI

POSDRONASVILI(1)

0. Notations et introduction

Soit f : C → C un polynôme de degré d tel que tout point critique soit prépério-

dique. On note C l’ensemble des points critiques de f , A l’ensemble fini
⋃

n>0 f
n(C),

J et K l’ensemble de Julia et l’ensemble de Julia rempli, H l’arbre de Hubbard,

i.e. l’enveloppe réglementaire de A dans K. Pour α ∈ A, on note ν(α) le nombre de

brins de H en α, τ(α) le degré de ramification de f en α (la multiplicité de α comme

point critique est τ(α)−1 ; on a τ(α) = 1 si α ∈ ArC). Les points de A sont appelés

points marqués, en ajoutant les points de branchement de H , on obtient les points

remarquables.

Nous retiendrons sur H la structure définie par les données suivantes :

– sa topologie,

– l’ordre cyclique des brins aux points de branchement (ce qui détermine la classe

d’isotopie du plongement H → C),

– l’ensemble A des points marqués,

– la dynamique sur A, c’est-à-dire f|A : A→ A,

– la fonction r : A→ N (si f est de degré 2, on a r(α) = 2 si α est le point critique

et r(α) = 1 sinon).

Ces données constituent la structure primaire.

Nous allons montrer qu’un polynôme de la forme z 7→ z2 + c, tel que 0 soit prépé-

riodique, est déterminé par son arbre muni de sa structure primaire.

La démonstration comprend deux parties, une première partie topologico-

combinatoire et une deuxième partie analytique. La deuxième partie peut se faire

aussi bien en degré d quelconque. Pour étendre la première partie, il faut définir

sur l’arbre une structure complémentaire. On obtient alors le résultat suivant : un

polynôme tel que tout point critique soit prépériodique est déterminé, à conjugai-

son affine près, par son arbre, équippé de sa structure primaire et de sa structure

complémentaire.

(1)Alias Flora Poil. Ce nom est un anagramme. Si vous trouvez de quoi, vous saurez quel jour ceci

a été raconté la première fois.
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I - Partie combinatoire

1. L’arbre H1

On pose H1 = f−1(H). Cet ensemble est aussi l’enveloppe réglementaire de A1 =

f−1(A) dans K. Les points marqués de H1 sont les points de A1. Un point de H peut

être marqué (resp. remarquable) dans H1 sans l’être dans H . On définit de la même

façon sur H1 une structure primaire (on a r(α) = 0 si α ∈ A1 rA). En notant ν1(α)

le nombre de brins de H1 en α, on a, pour tout α ∈ A :

ν(α) 6 ν1(α) = r(α) · ν(f(α)).

Pour un polynôme de la forme f : z 7→ z2 + c, il est facile de reconstituer H1 avec sa

structure primaire.

Si T est un arbre et F ⊂ T un ensemble fini, l’espace obtenu en coupant T suivant

F est la réunion disjointe des fermetures connexes de T r F .

Supposons f de degré 2, disons de la forme z 7→ z2+c. Soit a0 = 0 le point critique,

et ai = f i(a0). On a ν(a1) = 1, d’où ν1(a0) = 2. En coupant H1 en a0, on obtient

H1
0 , H1

1 avec, disons, α1 ∈ H1
1 . L’application f induit un homéomorphisme de chacun

des H1
s sur H , notons bsi l’image réciproque de ai dans H1

s (s = 0, 1). On obtient ainsi

un homéomorphisme bsi 7→ (ai, s) de H1 sur H × {0, 1}/(a1, 0) ∼ (a1, 1). L’injection

naturelle ι : A → H1 est donnée par ι(ai) = bsi+1 avec s = 1 si ai est du même côté

de a0 que a1 dans H et s = 0 sinon. (Dans H1, on a b01 = b11 = a0). Ceci détermine

ι : H → H1 à homotopie fixant les points remarquables près. Le point a0 n’est pas

un point de branchement dans H1, donc tout point de branchement est dans H1
0 r b1

ou H1
1 r b1, et l’ordre cyclique des brins est donné par celui des brins de H au point

correspondant.

2. La structure complémentaire

Ce paragraphe n’a d’intérêt que pour d > 3. Nous allons ajouter à la structure

primaire deux données complémentaires.

Soit a ∈ A. On a α ∈
◦

K si et seulement si (∃n, k) fn+k(α) = fn(α) et r(fn(α)) > 2.

Cela se lit donc sur la structure primaire de H .

Si α ∈
◦

K, les brins deH sont au voisinage de α des rayons internes de la composante

Uα de
◦

K contenant α. La première donnée complémentaire est la donnée, pour chaque

α ∈ C∩
◦

K, des angles entre les brins de H en α comptés en tours, ce sont des éléments

de T = R/Z. Ces angles déterminent les angles entre les brins en tout point de A∩
◦

K.

En effet, soit α ∈ A ∩
◦

K, et n0 le plus petit n > 0 tel que fn(α) ∈ C ; si ξ et ξ′

sont deux brins en α, leur angle est égal à celui de fn0(ξ) et fn0(ξ′) en fn0(α). Ces
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3. RECONSTITUTION DE H1 (DEGRÉ d > 3) 41

angles sont rationnels, avec un dénominateur qu’on peut estimer au vu de la structure

primaire. La première donnée comporte donc une information finie.

Pour α ∈ A, on appelle bourgeons en α les r(α)ν(f(α))− ν(α) brins(2) de H1 en α

qui ne sont pas des brins de H . Si τ(α) = 1, la façon dont les bourgeons s’insèrent

dans l’ordre cyclique des brins de H en α est déterminée par la structure primaire. Si

α ∈ C ∩
◦

K, cette façon est déterminée par les angles entre les brins en α et en f(α).

La deuxième donnée complémentaire est constituée par la façon dont les bourgeons

en α s’insèrent dans l’ordre cyclique des brins de H pour α ∈ C ∩ J .

3. Reconstitution de H1 (degré d > 3)

Notons H∗ la réunion de H et des bourgeons (représentés par de petits arcs, et

soit qσ∈SH
∗
σ l’espace obtenu en coupant H∗ suivant C. Pour tout σ ∈ S, posons

Cσ = H∗
σ ∩ C et notons H1

0 la composante de H1 coupé suivant C qui contient H∗
σ .

L’espace H1 est réunion des H1
σ .

Lemme. — L’application f induit un homéomorphisme de H1
σ sur la composante H

′

σ

de H coupé suivant f(Cσ) qui contient f(H∗
σ).

Démonstration. — L’application f est injective surH1
σ , donc est un homéomorphisme

de H1
σ sur son image qui est compacte. Elle induit donc un homéomorphisme de

H1
σ r Cσ sur un fermé de H r f(Cσ). Comme elle est ouverte sur H1

σ r Cσ , et que

H1
σ r Cσ est connexe, ce fermé est une composante connexe, d’où le lemme. Cqfd.

On peut maintenant donner de H1 la description suivante :

H1 s’obtient en recollant à H∗ les H
′

σ suivant les applications

H∗

H∗
σ

i 77oooo

f
&&MM

MM

H
′

σ

Les espaces H∗, H∗
σ et H

′

σ sont connus à partir de H avec sa structure primaire et ses

données complémentaires, et l’application f est connue à homotopie fixant les points

remarquables près.

La proposition suivante en résulte :

Proposition 1. — Soient f et g deux polynômes de degré d > 2 tels que tout point

critique soit prépériodique. Soit ϕ un homéomorphisme de Hf sur Hg respectant les

structures primaires et les données complémentaires. Il existe alors un homéomor-

phisme unique ϕ1 de H1
f sur H1

g , cöıncidant avec ϕ sur Af et tel que g ◦ ϕ1 = ϕ ◦ f .

(2)Les branches de H en α sont les composantes de H coupé en α. Les brins sont les germes des

branches.
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Compléments

1) On a ϕ1(Hf ) = Hg, et la restriction de ϕ1 à Hf est homotope à ϕ parmi les

homéomorphismes cöıncidant avec ϕ sur les points remarquables de Hf .

2) L’application ϕ1 respecte les structures primaires, et les angles aux points de

A1 ∩
◦

K.

Remarques

1) On ne peut en général avoir à la fois g ◦ ϕ1 = ϕ ◦ f et ϕ1|Hf
= ϕ ; il faut une

homotopie d’un côté ou de l’autre. Nous avons choisi l’énoncé qui nous sera utile.

2) La proposition est vraie en degré d = 2 sans l’hypothèse sur les données com-

plémentaires qui est automatique puisqu’elles n’apportent aucune information ; cela

résulte du §1.

4. Décoration des arbres

Nous allons maintenant, la saison s’y prête, transformer les arbres en arbres de Noël.

Revenant à f , soit (Ui) la famille des composantes connexes de
◦

K ; pour α ∈ A ∩
◦

K,

on notera Uα la composante de centre α. Soit (ζi) la famille de cartes C-analytiques

ζi : Ui
∼−→ D telle que l’expression de f dans ces cartes soit ζi 7→ ζf∗(i) = ζri

i . Pour

z ∈ Ui, on pose ρ(z) = |ζi(z)|.
L’arbre décoré est la réunion de H et des disques Nα = {z ∈ Uα | ρ(z) 6 1/2}

pour α ∈ A ∩
◦

K.

x3

x0=x4

x1

x2

Figure 1. Un arbre décoré.
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5. Construction d’homéomorphismes

Proposition 2. — Sous les hypothèses de la proposition 1, on peut trouver deux homéo-

morphismes ψ0, ψ1 : C→ C tels que :

a) ψ0(Hf ) = Hg et ψ0|Hf
est homotope à ϕ parmi les homéomorphismes Hf → Hg

qui cöıncident avec ϕ sur Af .

b) ψ0 induit un isomorphisme C-analytique de
◦

Nf
α sur

◦

Ng
ϕ(α) pour α ∈ Af ∩

◦

Kf .

c) g ◦ ψ1 = ψ0 ◦ f .
d) ψ1 est homotope à ψ0 parmi les homéomorphismes C→ C induisant un homéo-

morphisme Hf → Hg, et cöıncidant avec ψ0 sur
⋃

α∈Af∩
◦

Kf

Nα ∪Af .

Démonstration

α) Construction de ψ0. On peut modifier ϕ et ϕ0 de façon que ρg(ϕ0(z)) = ρf (z)

pour z ∈ Hf ∩ Nα, α ∈ Af ∩
◦

Kf . Sur chaque brin Hf ∩ Nα, l’expression de ϕ dans

les cartes ζf
α et ζg

ϕ(α) est de la forme ζ 7→ λζ avec |λ| = 1, et la condition de préserver

la première donnée complémentaire entrâıne que λ est le même λα pour les différents

brins issus d’un α ∈ Af ∩
◦

Kf donné. On peut alors définir ϕ0 sur chaque Nα par

ζ 7→ λαζ. On obtient ainsi un difféomorphisme ϕ0 : f → g .

Soit τf un isomorphisme de C r D sur C r f , prolongé de façon continue

à C r D, et définissons de même τg . Du fait que ϕ0 préserve l’ordre cyclique aux

points de branchement, il résulte qu’il existe un homéomorphisme h : S1 → S1 tel

que ϕ0(τf (u)) = τg(h(u)) pour u ∈ S1. On peut alors prolonger ϕ0 en un homéomor-

phisme ψ0 : C→ C défini sur C r f par ψ0(τf (ru)) = τg(rh(u)).

β) Construction de ψ1 au voisinage de H1
f . — Sur Hf , ψ1 est donné par la propo-

sition 1.

Pour chaque point critique α de f , soient V f
α et W f

α des voisinages de α et f(α)

homéomorphes à D, tels que f induise un revêtement de degré r(α) : V f
α r {α} →

W f
α r{f(α)}. PosonsW g

α = ψ0(W
f
α ), et soit V g

α un voisinage de ϕ(α) tel que g induise

un revêtement V g
α r ϕ(α) → W f

α r ϕ(f(α)) de degré rg(ϕ(α)) = rf (α). On peut

relever ψ0 : W f
α r f(α)

∼−→W g
α r ϕ(f(α)) en un homéomorphisme ψα

1 : V f
α r {α} →

V g
α r {ϕ(α)}, et grâce à l’hypothèse que f préserve les données complémentaires, on

peut le faire, de façon unique, en prolongeant ψ1 déjà défini sur les brins de H1
f en α.

Pour chaque point x ∈ H1
f non critique, on peut trouver des voisinages V f

x , W f
x ,

V g
x , W g

x de x, f(x), ψ1(x), ψ0(f(x)) tels que l’on ait des homéomorphismes

V f
x

f−−→W f
x

ψ0−−−→ W g
x

g←−− V g
x ,

ce qui permet de définir

ψx
1 = g−1 ◦ ψ0 ◦ f : V f

x −→ V g
x .
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Tous ces germes se recollent (on peut invoquer un lemme de Godement) en un ho-

méomorphisme ψV
1 d’un voisinage V f de H1

f sur un voisinage V g de H1
g , tel que

g ◦ ψ1 = ψ0 ◦ f .

γ) Extension de ψ1 à C. — Les applications f et g induisent des revêtements de

degré d (c’est le même car c’est
∑

(r(α) − 1) + 1)

f : C rH1
f −→ C rHf , g : C rH1

g −→ C rHg .

Ces quatre espaces sont homéomorphes à une couronne.

Soit x ∈ V f r H1
f . Il existe un relèvement unique ψ∞

1 : C r H1
f → C r H1

g

de ψ0 : C r Hf → C r Hg tel que ψ∞
1 (x) = ψV

1 (x). On peut supposer V f connexe

et de la forme f−1(W f ), où W f est un voisinage connexe de Hf . Alors, ψV
1 et ψ∞

1

induisent deux relèvements de ψ0 : W f rHf →W g rHg , qui cöıncident en x ; donc

sur V f rH1
f . Alors, ψV

1 et ψ∞
1 se recollent en un homéomorphisme ψ1 : C→ C.

Pour chaque α ∈ Af ∩
◦

Kf , l’expression de ψ0 sur Nα dans les cartes ζf
α et ζg

α est de

la forme ζ 7→ λαζ avec |λα| = 1, et l’expression de ψ1 sera de la forme ζ 7→ λ1
αζ avec

(λ1
α)rα = λf(α). Mais (à part le cas trivial où f serait un monôme et Hf = {α}), il y a

au moins un brin de Hf en α, sur lequel ψ et ψ1 cöıncident. On a donc nécessairement

λ1
α = λα. Il en résulte que ψ cöıncide avec ψ0 sur f .

δ) Homotopie de ψ0 à ψ1. — Reprenons τf et τg qui ont servi en (α). Soit (ψt)t∈[0,1]

une homotopie entre ψ0 et ψ1 parmi les homéomorphismes f → g qui cöıncident

avec ψ0 sur X = Af ∪
⋃

αN
f
α . Pour tout t, il existe un homéomorphisme unique

ht : S1 → S1 tel que ψt ◦ τf = τg ◦ ht, qui cöıncide avec h0 = h sur τ−1
f (X). On peut

étendre cette homotopie à CrD en vertu du lemme suivant, auquel on se ramène par

inversion :

Lemme. — Soient ϕ0 et ϕ1 deux homéomorphismes D → D et (ht) une homotopie

entre ϕ0|S1 et ϕ1|S1 . Il existe alors une homotopie (ϕt) entre ϕ0 et ϕ1 induisant (ht)

sur le bord.

Démonstration. — En remplaçant ϕ1 par ϕ1 ◦ϕ−1
0 et ht par ht ◦h−1

0 , on se ramène au

cas où ϕ0 = 1. Posons h̃t(r ·u) = r ·ht(u) pour r ∈ [0, 1]. En remplaçant ϕ1 par ϕ1 ◦ h̃,
on se ramène au cas où ht = I pour tout t. On peut alors définir ϕt par ϕt(x) = x si

|x| > t et ϕt(x) = tϕ1(
x
t ) pour |x| 6 t. Cqfd.

Ceci achève la démonstration de la proposition 2.

Remarque. — On a du choix pour ψ0, mais la donnée de ψ0 détermine ψ1.

6. Ajustement à l’infini

ChoisissonsR et R′ tels que R > R′ > 1. Soit ζf
∞ : CrKf → CrD un isomorphisme

tel que l’expression de f dans cette carte soit ζ 7→ ζd, et posons Nf
∞ = {z ∈ C rKf |

R 6 |ζf
∞(z)|}. Définissons de même ζg

∞ et Ng
∞, N

′f
∞ et N ′g

∞.
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Proposition 3. — Dans la proposition 2, on peut choisir ψ0 de façon que ψ1 = ψ0 sur

N∞, et que ψ1 soit homotope à ψ0 parmi les homéomorphismes C→ C qui cöıncident

avec ψ0 sur Af ∪
⋃

α∈Af∩
◦
K∪{∞}

Nα.

Démonstration. — On peut modifier ψ0 sur N
′f
∞ de façon que son expression sur N f

∞

devienne ζ 7→ λζ dans les cartes ζf
∞, ζg

∞, avec |λ| = ∞. L’expression de ψ1 sur Nf
∞

est alors de la forme ζ 7→ λ1ζ, où λd
1 = λ.

Choisissons dans ∂Hf un point x qui soit un point remarquable de Hf ou un

point de l’un des ∂Nα. On a donc ψ0(x) = ψ1(x), et même ψt(x) = ψ0(x) pour tout

t ∈ [0, 1]. Soient x′ ∈ Hf un autre point remarquable, y ∈ N f
∞ et η un chemin de x à y

tel que η(t) ∈ C rHf pour t > 0. Soit η̃ un chemin de ψ0(y) à ψ1(y), homotope dans

C r ψ0(x
′) au chemin concaténant ψ0(η) renversé avec ψ1(η). En suivant l’argument

de ζ le long de η̃, on obtient un θ ∈ R tel que λ1 = λ0e
2iπθ.

Lemme

a) On a ψ1 = ψ0 sur Nf
∞ si θ ∈ Z.

b) Pour qu’on puisse modifier l’homotopie de ψ0 à ψ1 de façon que ψt = ψ0 sur

Nf
∞ pour tout t, il faut et il suffit que θ = 0.

Démonstration. — La partie a) est triviale. La partie b) résulte de la description du

π0 du groupe des homéomorphismes d’une couronne fermée induisant l’identité sur le

bord. Cqfd.

Fin de la démonstration de la proposition 3. — Faisons varier ψ0 en fonction d’un

paramètre s de façon que λ0(s) = λ0(0)e2iπs. On a alors θ(s) = θ(0) + ( 1
d − 1)s. Pour

s = d
d−1θ(0), on a θ(s) = 0, et ψ0 satisfait aux propriétés requises. Cqfd.

II - Partie Analytique

1. Rappel sur les applications quasi-conformes

Si U est un ouvert de Rn, l’espace de Sobolev H1(U) est l’espace des fonctions

de L2(U) dont les dérivées premières au sens des distributions sont dans L2(U). On

note H1
loc(U) l’espace des fonctions telles que ∀x ∈ U , ∃V voisinage de x, f|V ∈

H1(V ), et CH1
loc(U) l’espace C(U) ∩ H1

loc(U). On note CH1
loc(U,R

p) l’espace des f :

U → Rp dont les coordonnées sont dans CH1
loc(U). Si U est un ouvert de C, on définit

CH1
loc(U) en oubliant la structure complexe et identifiant C à R2.

Soient U et V deux ouverts de C et f : U → V une application. On dit que f est

quasi-conforme si f ∈ CH1
loc(U ; C) et s’il existe un m < 1 tel que, pour presque tout

x ∈ U , on ait : ∣∣∣∂f
∂z

(x)
∣∣∣ 6 m

∣∣∣∂f
∂z

(x)
∣∣∣.

Cette inégalité signifie que Txf (qui est définie pour presque tout x) préserve l’orien-

tation et transforme un cercle en une ellipse dont le rapport des axes est majoré par
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M = (1 +m)/(1−m). Le plus petit M pour lequel cela ait lieu est le rapport de

dilatation de f .

Si f est un homéomorphisme quasi-conforme de U sur V , f−1 est quasi-conforme

avec même rapport de dilatation, et on a :

‖Df‖2 = 2

∫

U

∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣
2

6 (M + 1) aire(V ).

Terminons par deux remarques qui nous serviront.

1) Soit (fn) une suite dans CH1(U), U ⊂ R ouvert. Si fn → f uniformément et

‖Dfn‖2 6 k (indépendant de n), alors f ∈ CH1(U) et ‖Df‖2 6 k. En effet

‖Df‖2 6 k ⇐⇒ ∀ (u, v) ∈ C∞comp(U) avec ‖u‖22 + ‖v‖22 6 1,
∣∣∣
∫

U

f
(∂u
∂x

+
∂v

∂y

)∣∣∣ 6 k.

2) Si f ∈ CH1(U ; C) avec U ⊂ C et ∂f/∂z = 0 presque partout, f est holomorphe.

2. Construction de Φ0 et Φ1

Proposition 4. — Sous les hypothèses de la proposition 1, on peut trouver deux homéo-

morphismes Φ0 et Φ1 : C→ C tels que :

1) Φ0 est un difféomorphisme de classe C1.

2) Φ0 induit un isomorphisme C-analytique de
◦

Nf
α sur

◦

Ng
α pour α ∈ Af∩

◦

Kf∪{∞}.
3) g ◦ Φ1 = Φ0 ◦ f .
4) Φ1 est quasi-conforme.

5) Φ1 est homotope à Φ0 parmi les homéomorphismes C → C cöıncidant avec Φ0

sur Nf = Af ∪
⋃

α∈Af∩
◦
Kf∪{∞}

Nf
α .

[Par rapport à la proposition 3, on a perdu ψ0(Hf ) = Hg , et on a gagné Φ0 de

classe C1.]

Démonstration. — Soient ψ0 et ψ1 : C → C des homéomorphismes satisfaisant aux

conditions des propositions 2 et 3, Φ0 un difféomorphisme de classe C1 de C homotope

à ψ0 parmi les homéomorphismes cöıncidant avec ψ0 sur Nf et η0 une homotopie. Les

applications f : C r A1
f → C r Af et g : C r A1

g → C r Ag sont des revêtements.

L’application ψ1 : CrA1
f → CrA1

g est un relèvement de ψ0 : CrAf → CrAg ; on peut

donc relever η0 en une homotopie η1 de ψ1 à un difféomorphisme Φ1 : CrA1
f → CrA1

g,

qui se prolonge en un homéomorphisme C→ C.

Le difféomorphisme Φ0 est quasi-conforme puisque C1 est holomorphe en dehors

d’un compact. Il résulte de c) que Φ1 est quasi-conforme de même rapport. L’homo-

topie η0 est constante sur hf , donc η1 est constante sur N1
f = f−1(Nf ), qui contient

Nf . On a les homotopies suivantes, constantes sur Nf : Φ0 ' ψ0 ' ψ1 ' Φ1, d’où une

homotopie h0 de Φ0 à Φ1 constante sur Nf . Cqfd.
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3. La suite (Φn)

À partir de Φ0,Φ1 et h0, on construit par récurrence, pour chaque n, un homéomor-

phisme Φn : C → C cöıncidant avec Φ0 sur Nf , et une homotopie hn de Φn à Φn+1.

L’homotopie hn s’obtient en relevant hn−1 entre Φn−1 et Φn : C r Af → C r Ag

aux revêtements C r A1
f et C r A1

g à partir de Φn ; elle détermine Φn+1. On a donc

g ◦ Φn+1 = Φn ◦ f pour tout n, et l’homotopie hn est constante sur Nn
f = f−n(Nf ).

En particulier, Φn cöıncide avec Φn+1 sur Nn
f , et la suite (Φn) est localement

stationnaire sur l’ouvert
⋃
Nn

f . Or cet ouvert est C rJf , car tout point de C rJf est

attiré par un cycle de Af ∩
◦

Kf ou par ∞.

Proposition 5. — La suite (Φn) converge uniformément sur C.

Démonstration. — Le polynôme g est sous-hyperbolique. Soient Ω un voisinage ouvert

de Jg , µ une métrique riemannienne admissible sur Ω et λ > 1, tels que f−1(Ω) ⊂ Ω

et que ‖Txg‖µ > λ pour tout x ∈ g−1(Ω). Soit n0 tel que C rNn0
g ⊂ Ω. Pour n > n0,

posons ρn = supx∈CrN
n0
f
dµ(Φn(x),Φn+1(x)) (dµ désignant la longueur pour µ du

plus court chemin de Φn(x) à Φn+1(x) dans Ω, dans la classe du chemin donné par

hn). On a ρn+1 6
1
λρn. Il en résulte que la suite (Φn) converge uniformément pour

la distance définie par µ. Comme elle est constante en dehors d’un compact contenu

dans Ω et que la distance dµ définit la même topologie que la distance ordinaire, (Φn)

converge uniformément sur C pour la distance ordinaire. Cqfd.

4. Holomorphie de Φ

Notons Φ la limite des Φn. C’est naturellement une application continue. Pour

chaque n, Φn est holomorphe sur Nn
f . Par suite, Φ est holomorphe sur

⋃
Nn

f = CrJf .

On sait que Jf et Jg sont de mesure nulle.

Remarque. — Soient J1 et J2 deux fermés de mesure nulle, Ψ : C → C un homéo-

morphisme tel que Ψ(J1) = J2, et Ψ holomorphe sur C r J1. Cela n’entrâıne pas que

Ψ est holomorphe.

Contre-exemple. — Soit u : R → R une fonction continue croissante, constante sur

chaque composante du complémentaire d’un Cantor de mesure nulle, mais cependant

non constante. Alors, Ψ : (x+ iy) 7→ x+ i(y + u(x)) donne un contre-exemple.

Cependant :

Proposition 6. — L’application Φ est holomorphe.

Démonstration. — Φ0 et Φ1 sont quasi-conformes de rapport M . Il en résulte que

tous les Φn sont quasi-conformes de rapport M , puisque gn ◦ Φn+1 = Φn ◦ f , avec f

et g holomorphes.
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On a ‖DΦn‖L2(CrNf ) 6 (1+M) aire(CrNg), pour tout n. Il en résulte comme on

l’a remarqué à la fin du §1, que Φ est de classe CH1 sur C rNf . Comme ∂Φ/∂z = 0

presque partout, l’application Φ est holomorphe sur CrNf . Elle est aussi holomorphe

sur C r J , elle l’est donc sur C. Cqfd.

Corollaire. — Φ est affine.

En effet, Φ est propre de degré 1.

5. Conclusion

Théorème. — Sous les hypothèses de la proposition 1, f et g sont conjuguées par une

application affine.

(3)

Corollaire 1. — Soient f : z 7→ z2 + c1 et g : z 7→ z2 + c2 deux polynômes de degré 2.

S’il existe un homéomorphisme de Hf sur Hg préservant la structure primaire, on a

c1 = c2.

Corollaire 2. — Soient c1 et c2 deux nombres réels, tels que 0 soit périodique de même

période k pour f : z 7→ z2+c1 et g : z 7→ z2+c2. On suppose que l’ordre induit par celui

de R sur {0, f(0), . . . , fk−1(0)} et {0, g(0), . . . , gk−1(0)} cöıncident. Alors, c1 = c2.

Ce résultat était connu sous le nom de conjecture de Métropolis-Stein-Stein.

Remarque. — On peut donner des variantes de la condition sur les données complé-

mentaires. Je pense qu’une variante possible serait de compléter l’arbre en adjoignant

à A les points d’argument externe de la forme p/(d− 1) (points fixes), ou bien p/d

(peut-être faut-il tous les p/d(d− 1)).

(3)Thurston a démontré une version plus puissante de ce théorème, valable pour les fractions ration-

nelles post-critiquement finies de degré quelconque. il donne notamment une caractérisation topolo-

gique de telles fractions rationnelles. Le seul cas où des fractions rationnelles post-critiquement finies

peuvent être topologiquement conjuguées sans être conjuguées par une transformation de Moebius,

est le cas des exemples de Lattès.
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EXPOSÉ VII

ARGUMENTS EXTERNES

DANS LES ENSEMBLES DE JULIA

1. Rappels et introduction

Si K ⊂ C est un compact connexe plein localement connexe, la représentation

conforme ϕ−1
K : CrDr(k)

∼−→ CrK tangente à l’identité en∞ admet un prolongement

continu à C rDr, d’où une application continue γk : T = R/Z→ ∂K, surjective, que

nous appelons le lacet de Carathéodory de K. Pour x ∈ ∂K, les éléments de γ−1
K (x)

sont appelés les arguments externes de x.

Soit f : C → C un polynôme monique de degré d > 2 tel que tout point critique

soit prépériodique. Alors, Kf est un compact connexe plein, localement connexe ; et

le lacet de Carathéodory γf : T→ Jf satisfait à l’équation fonctionnelle

f(γf (t)) = γf (d · t).

Nous allons indiquer comment déterminer les arguments externes de certains

points de Jf . Nous nous intéresserons particulièrement aux polynômes quadratiques

fc : z 7→ z2 + c, car nous verrons que, dans le cas où 0 est strictement prépériodique

pour fc, les arguments externes de c dans Kc sont aussi (en un certain sens car on

ne sait pas que M est localement connexe) les arguments externes de c dans M . Il

y a aussi un énoncé concernant les points c tels que 0 soit périodique (un peu plus

compliqué bien sûr puisqu’alors c ∈
◦

Kc et c ∈
◦

M : il y a un jeu entre le centre et la

racine des composantes de
◦

M et de
◦

Kc).

2. Accès

Soit K un compact plein connexe et localement connexe, muni d’un centre pour

chaque composante de
◦

K. Soient H ⊂ K un arbre fini réglementaire, x un point

de H ∩ ∂K, et ν le nombre de brins de H en x. On appelle accès à x (relativement

à H) les bouts en x de C rH , c’est-à-dire les éléments de

lim←−
U voisinage de x

π0(U rH).
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En termes plus concrets, soit ∆ un disque centré en x, ne contenant pas d’autre point

remarquable de H et soient [x, y1]K , . . . , [x, yν ]K les brins de H en x, arrêtés à leur

premier point de rencontre avec ∂∆. Les accès à x sont les ν composantes connexes

de ∆ r ([x, y1]K ∪ · · · ∪ [x, yν ]K). Tout argument externe t de x détermine un accès

à x : c’est la composante où se trouve R(K, t) au voisinage de x.

Proposition 1. — Chaque accès à x correspond à au moins un argument externe de x.

Démonstration. — Pour r > r(K) (rayon de capacité), notons γr le lacet t 7→
ϕ−1

K (re2iπt). Soit V un accès à x compris entre 2 brins [x, yi] et [x, yi+1]. On a

V ∩ C r K 6= ∅, sinon [x, yi] et [x, yi+1] seraient dans l’adhérence d’une même

composante de
◦

K. Cette propriété subsiste si on remplace ∆ par un disque plus petit.

Par suite, on peut trouver une suite strictement décroissante rn tendant vers r(K),

et pour tout n un tn tel que γrn(tn) → x. Comme T est compact, quitte à extraire

une suite, on peut supposer que la suite (tn) a une limite θ. Comme (r, t)→ γr(t) est

continue sur [r(K),+∞[ × T, on a γr(K)(θ) = x, et θ est un argument externe de x.

Montrons que l’accès à x défini par θ est V . Soit ρ le rayon de ∆. Si n est assez grand,

tn est assez voisin de θ pour que |γr(tn) − γr(t
′)| < ρ/2 pour tout r ∈ [r(K), r0]

et tout t′ entre tn et θ, et de plus |γr(tn) − x| < ρ/2. Cela entrâıne que γrn(θ) se

trouve dans la même composante de ∆ r ([x, yi]K ∪ [x, yi+1]K) que γrn(tn), donc

dans V . Cqfd.

3. Arbre augmenté

On pose β = γf (0). C’est un point fixe, répulsif puisqu’il appartient à Jf et que

f est sous-hyperbolique. Pour i ∈ Z/(d), on pose βi = γ(i/d). On peut montrer que

f−1(β) = {βi}i∈Z/(d) (exercice).

On appelle arbre augmenté l’enveloppe réglementaire Ĥ de Â = A∪{βi}i∈Z/(d). Cet

arbre est muni de sa structure primaire définie par sa topologie, l’ordre cyclique des

brins aux points de branchement, la dynamique sur les points de Â (points marqués)

ainsi que le degré de ramification aux points de Â.

En degré 2, nous allons voir qu’on peut reconstituer Ĥ à partir de H .

Lemme 1. — Si d = 2, le point β n’a pas d’autre argument externe que 0.

Démonstration. — On peut supposer f de la forme z 7→ z2 + c. Alors, β1 = −β,

et on a β1 6= β, car sinon on aurait β = 0, donc 0 point fixe, c = 0 et β = 1

d’où 1 = 0. Soit t un autre argument externe de β. Quitte à conjuguer, on peut

supposer t ∈ ]0, 1/2[, qu’on relève dans R. Soit k tel que 2kt < 1/2 < 2k+1t. On a :

0 < 2kt < 1/2 < 2k+1t < 1/2+ 2kt < 1. Les rayons externes aboutissent en β1. Alors,

R(Kf , 0)∪R(Kf , 2
k+1t) et R(Kf , 1/2)∪R(Kf , 1/2+2kt) sont des courbes disjointes,

ce qui est incompatible avec la disposition de leurs asymptotes. Cqfd.
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3. ARBRE AUGMENTÉ 51

R(Kf ,2k+1t) R(Kf ,1/2+2kt)

β1=−β β

0

R(Kf ,t)
R(Kf ,2kt)

R(Kf ,1/2)

R(Kf ,0)

Corollaire. — β est une extrémité de Ĥ.

Remarque. — Le lemme 3 et son corollaire ne s’étendent pas à d > 2 : voici l’ensemble

de Julia de z3 + 3
2z :

Figure 1. L’ensemble de Julia rempli de z 7→ z3 + 3
2
z et les deux rayons

externes R(Kf , 0) et R(Kf , 1/2) qui aboutissent tous deux au même point

fixe : 0.

Supposons maintenant que d = 2, f de la forme z 7→ z2 + c, et mettons Ĥ sous la

forme Ĥ+ ∪ Ĥ− avec Ĥ+ ∩ Ĥ− = {0} et c = f(0) ∈ Ĥ+. Notons α l’autre point fixe.
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Lemme 2. — On a β ∈ H− et α ∈ H+.

Démonstration

a) β ∈ H− : Supposons d’abord que 0 est strictement prépériodique, donc
◦

K = ∅
et c ∈ J . Soit θ un argument externe de c. Alors, R(Kf , θ/2) et R(Kf , θ/2 + 1/2)

aboutissent en 0, car c’est le seul point de f−1(c). Les courbes

R(Kf , 0) ∪ [β, c]K ∪R(Kf , θ) et R(Kf , θ/2) ∪ R(Kf , θ/2 + 1/2)

sont obligées de se couper à cause de la disposition des asymptotes, et elles ne peuvent

se couper qu’en 0, d’où 0 ∈ [β, c]K .

Si 0 est prépériodique avec c 6= 0, 0 et c sont dans
◦

K, notons U0 et Uc les com-

posantes connexes de
◦

K contenant 0 et c respectivement. Soient y un point de ∂Uc

n’appartenant pas à Ĥ et θ un argument externe de y. Les points d’aboutissement

y′ et y′′ de R(Kf , θ/2) et de R(Kf , θ/2 + 1/2) sont les images réciproques de y, ils

appartiennent à ∂U0 r Ĥ. Les courbes

R(Kf , θ) ∪ [y, β] ∪ R(Kf , 0) et R(Kf , θ/2) ∪ [y′, y′′] ∪ R(Kf , θ/2 + 1/2)

se croisent nécessairement à cause de la disposition de leurs asymptotes, et ne peuvent

se rencontrer qu’en 0, d’où 0 ∈ [β, y], et 0 ∈ [β, c].

y′′

y′

y

Reste le cas c = 0 où α = 0, β = 1 (il faut poser Ĥ+ = [−1, 0] et Ĥ− = [0, 1]). Le

cas c = 0 est trivial.

b) Définissons π+ : H → H+ par π+(x) = x pour x ∈ H+ et π+(x) = 0 pour

x ∈ H−. L’application π+ ◦ f : H → H a un point fixe d’après le théorème de

Lefschetz. Si c 6= 0 ce n’est pas 0, c’est donc un point fixe de f , qui n’est pas β, qui

est donc α, et α ∈ H+. Cqfd.
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Indiquons maintenant comment on reconstitue Ĥ , connaissant H . On commence

par reconstituer H1 = f−1(H) en recollant deux copies H1
+ et H1

− de H par leur

point c, comme indiqué dans l’exposé précédent. L’application f induit une injection :

[β, 0]K → [β, c]K ; notons g l’application inverse : [β, c]K → [β, c]K , et posons zi =

gi(c), de sorte que z1 = 0, zi ∈ [β, c]K pour i > 1. Tant que zi ∈ H , le point

zi+1 est l’image réciproque de zi dans H1
+, donc on connâıt sa position combinatoire

connaissant celle de zi. On peut ainsi déterminer i∗ = sup{i | zi ∈ H}, la position

combinatoire de zi dans H pour i 6 i∗, et, si i∗ < ∞, la position de zi+1 dans H1.

On a i∗ = ∞ si et seulement si β ∈ H , i.e. s’il existe un point fixe dans H−, et

dans ce cas Ĥ = H . Sinon, on a un homéomorphisme de Ĥ sur l’enveloppe dans H1

de H ∪ {zi∗+1,−zi∗+1} qui cöıncide avec l’identité sur H , applique β sur zi∗+1 et

β1 = −β sur −zi∗+1. Cet homéomorphisme est compatible avec l’ordre des brins aux

points de branchement. Arnaud n’est pas d’ac-

cord

4. Calcul des arguments externes

Soient f un polynôme monique de degré d > 2 tel que tout point critique soit

prépériodique, X ⊂ C un ensemble fini tel que f(X) ⊂ X , contenant les points

critiques et les (βi)i∈Z/(d), et T l’enveloppe réglementaire de X dans Kf (par exemple

X = Â, T = Ĥ). On munit T de sa structure primaire : topologie, dynamique sur les

points marqués (points de X), ordre cyclique aux points de branchement et degré de

ramification aux points marqués.

La dynamique des points de branchement est déterminée par celle des points de X ,

on peut donc les ajouter à X . La dynamique sur les brins est également connue : Si

ξ est le germe de x en [x, y]T avec ]x, y[ ∩ X = ∅, le brin f(ξ) est le germe f(x)

de [f(x), f(y)].

Pour x ∈ X , posons xn = fn(x) et notons ν(x) le nombre de brins de T en x. On a

x ∈ J si et seulement si le degré de ramification r(xn) est 1 pour tout xn dans le cycle

sur lequel tombe x. Nous allons indiquer comment déterminer les arguments externes

de x dans Kf dans ce cas.

Si x ∈ J , posons
∨
ν(x) =

∏
06i<n r(xi) · ν(xn), avec n assez grand pour que xn soit

périodique. On peut définir un arbre
∨

T en ajoutant à T , en chacun des xi,
∨
ν(xi)−ν(xi)

bourgeons, avec un ordre cyclique entre brins de T et bourgeons compatible avec la

dynamique. Arnaud trouve cela

louche. Il faut la donnée

complémentaire
L’arbre

∨

T se réalise comme une partie de f−1(T ), et, en chaque point x ∈ X , il y

a
∨
ν(x) brins de

∨

T et
∨
ν(x) accès à x relativement à

∨

T . La dynamique sur les accès aux

points de X est déterminée par les données.

Pour chaque i ∈ Z/(d), notons wi l’accès à βi correspondant à l’argument externe

i/d (si d = 2, c’est l’unique accès à βi ; si d > 2, c’est une donnée supplémentaire qu’il
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54 EXPOSÉ VII. ARGUMENTS EXTERNES DANS LES ENSEMBLES DE JULIA

faut connâıtre pour faire le calcul). Posons u(wi) = i ∈ {0, . . . , d− 1}, et u(ξ) = i si

ξ est entre wi et wi+1 en tournant autour de
∨

T dans le sens direct.

Théorème. — Soient x un point de X, θ un argument externe de x dans Kf et ξ

l’accès à x relativement à
∨

T , correspondant à θ. Notons ξn l’image de ξ par fn−1 (de

sorte que ξ1 = ξ). On a alors, θ =
∑∞

n=1 u(ξn)/dn.

Autrement dit, les (ξn) sont les chiffres après la virgule du développement de θ en

base d.

Démonstration. — C’est immédiat pour n = 1. L’accès fn(ξ) est l’accès à fn(x)

correspondant à dnθ, son premier chiffre est le n-ème chiffre de θ. Cqfd.

ξ=ξ1
ξ2

ξ5

ξ6

ξ4=ξ7

a4=a5

a0

a3

a2
x=a1

β′

β

ξ3

a0

a4=a5

a1a2

a3

H

u(ξ1) = 0, u(ξ2) = 0, u(ξ3) = 1, u(ξ4) = 1, u(ξ5) = 0, u(ξ6) = 0, u(ξ7) = 1

θ =
∑ u(ξn)

2n
= .001100 =

1

8

(
1 +

4

7

)
=

11

56
.

Corollaire 1. — Tout accès à x relativement à
∨

T correspond à un argument externe

de x et un seul.

Corollaire 2. — Tout point x ∈ X a un nombre fini
∨
ν(x) d’arguments externes. Ce

sont des nombres rationnels, à dénominateur premier à d si et seulement si x est

périodique.
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EXPOSÉ VIII

ARGUMENTS EXTERNES DANS M

DES POINTS DE MISUREWICZ

I - Représentation conforme de C rM

1. Potentiel des ensembles de Julia

Soit f : C → C un polynôme monique de degré d > 2. On a vu (III proposition

2) que si Kf est connexe, il existe un isomorphisme ϕf : C r Kf → C r D unique,

tangent à l’identité en ∞ (i.e. tel que ϕ(z)/z → 1), et qui conjugue f à f0 : z 7→ zd.

On pose Gf (z) = log |ϕf (z)|. La fonction G = Gf : C r Kf → R+ possède les

propriétés suivantes :

(1) G est harmonique.

(2) G(z) = log |z|+O(1) quand |z| → ∞.

(3) G(z)→ 0 quand d(z,Kf )→ 0.

(4) G(z) =
1

d
G(f(z)).

Les propriétés (1), (2) et (3), ou bien (2) et (4), suffisent à caractériser G. On peut

même remplacer (2) par (2’) G(z)/ log |z| → 1 quand |z| → ∞. Dans le cas général

(Kf non nécessairement connexe), il existe un isomorphisme φf : V → V0 tangent

à l’identité en ∞, tel que f(V ) ⊂ V , f0(V0) ⊂ V0, f0 ◦ ϕf = ϕ ◦ f . Par exemple,

si f = z 7→ zd + ad−1z
d−1 + · · · + a0, on peut prendre V = C r DR∗ où R∗ =

1 + |ad−1|+ · · ·+ |a0|, et définir ϕf par

ϕf = z ·
∞∏

n=1

(
1 +

ad−1

zn
+ · · ·+ a0

zd
n

)1/dn+1

où zn = fn(z),

la puissance fractionnaire étant déterminée en remarquant que
∣∣∣1 +

ad−1

zn
+ · · ·+ a0

zd
n

∣∣∣ < 1.
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Nous préférons rétrécir V de façon que V0 soit de la forme CrDR∗
0
. Alors, f induit une

application holomorphe propre de degré d : V → f(V ) ; en particulier, V = f−1(f(V )).

Le germe de ϕf en ∞ est déterminé de façon unique. On peut définir

Gf : C rKf −→ R+

par Gf (z) = log |ϕf (z)| pour z ∈ V , et dans le cas général z ∈ C rKf par Gf (z) =
1

dn
Gf (fn(z)) avec n assez grand pour que fn(z) ∈ V (le résultat ne dépend pas du

choix de n). La fonction Gf possède encore les propriétés (1), (2), (3), (4) énoncées

plus haut. Les propriétés (2) et (4) suffisent à la caractériser, car elles entrâınent

G(z) = lim
1

dn
log |fn(z)|. Il est encore vrai que G est caractérisée par (1), (2) et (3),

mais c’est moins évident.

Notons Pd l’espace des polynômes moniques de degré d (qu’on peut identifier à Cd),

et pour tout g ∈ Pd, prolongeons Gf à C par Gf (z) = 0 si z ∈ Kf .

Proposition 1

a) L’ensemble K des couples (f, z) tels que z ∈ Kf est fermé dans Pd × C.

b) L’application (f, z) 7→ Gf (z) est une fonction continue Pd × C→ R+.

Démonstration. — Pour f : z 7→ zd + ad−1z
d−1 + · · ·+ a0, posons

R∗(f) = 1 + |ad−1|+ · · ·+ |a0|, R∗
0(f) = R∗(f)d/(d−1).

Posons

V1 = {(f, z) | |z| > R∗(f)}, V0 = {(f, z) | |z| > R∗
0(f)};

définissons Φ : V1 → P × C par Φ(f, z) = (f, ϕf (z)), F : P × C → P × C par

(f, z)→ (f, f(z)), et F0 par (f, z) 7→ (f, zd). On vérifie que Φ induit un isomorphisme

d’un ouvert V de V1 sur V0.

On a Pd × C rK =
⋃
F−n(V1), d’où a).

La fonction (f, z) 7→ Gf (z) est continue sur Pd × C r K, car elle continue sur V1

où elle est donnée par une série localement normalement sommable, et sur chaque

F−n(V1) elle est donnée par Gf (z) =
1

dn
Gf (fn(z)). Il reste à montrer que, pour tout

ε > 0, Wε = {(f, z) | Gf (z) < ε} est un voisinage de K. Il suffit de montrer que, pour

tout ouvert relativement compact Λ de Pd, l’ensemble Wε,Λ =Wε ∩Λ×C est ouvert

dans Λ× C. Posons R∗
0(Λ) = supf∈ΛR

∗
0(f) et soit N tel que dNε > R∗

0(Λ). Alors,

Λ× C rWε,Λ = F−N(Λ× C rWdNε,Λ)

= F−N
(
Φ−1

(
{(f, z) | |z| > dNε}

))
.

C’est un fermé. Cqfd.
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2. Points critiques de Gf

Proposition 2. — Les points critiques de Gf : CrKf → R+ sont les points des orbites

inverses des points critiques de f dans C rKf .

Démonstration. — Si ϕf : V → V0 est un isomorphisme, Gf = log |ϕf | n’a aucun

point critique dans V . La formule G(z) = 1
dG(f(z)) montre que z est point critique

de Gf si et seulement si z est point critique de f ou f(z) point critique de Gf .

Soit z ∈ C rKf et posons zn = fn(z). Pour n assez grand, zn ∈ V , donc zn n’est

pas point critique de Gf . Par suite, z est point critique de Gf si et seulement si l’un

des zn est point critique de f . Cqfd.

Corollaire 1. — Si tous les points critiques de f sont dans Kf , pour tout h > 0,

l’ensemble G−1
f (h) est homéomorphe à S1 et l’ensemble des z ∈ C tels que Gf (z) 6 h,

est homéomorphe à un disque fermé.

On retrouve une démonstration du fait que, dans ce cas, Kf est connexe.

Corollaire 2. — Notons h0 le plus grand des Gf (a) pour a point critique de f dans

C r Kf (et h0 = 0 s’il n’y en a pas). Alors, pour tout h > h0, l’ensemble G−1
f (h)

est homéomorphe à S1 et {z ∈ C | Gf (z) 6 h} est homéomorphe à D. L’ensemble

Lf = {z | Gf (z) 6 h0} est un compact connexe. L’application ϕf s’étend en un

isomorphisme de C r Lf sur C rDR avec R = eh0 .

Pour z ∈ C r Lf , on définit l’argument externe argKf
(z) = argLf

(z) = argϕf (z).

Si 0 < Gf (z) 6 h0, et si z n’est pas un point critique de Gf , on peut définir le rayon

externe de f passant par z comme trajectoire orthogonale aux lignes de niveau de Gf .

Ce rayon, prolongé du côté des Gf croissants, peut sortir de Lf , ce qui permet alors

de définir argKf
(z), ou bien finir sur un point critique de Gf . Un point critique de Gf

est un col s’il a dans son orbite directe un seul point critique de f , simple. Dans le cas

général, c’est une « selle de singe » avec r rayons ascendants et r rayons descendants,

r étant le produit de ramification des points critiques dans l’orbite directe de z. Au

total, il y a une famille dénombrable de courbes R-analytiques sur lesquelles on ne

peut pas définir la fonction « argument externe ».

3. La fonction Φ

Considérons la famille de polynômes quadratiques fc : z 7→ z2 + c. On écrira ϕc

pour ϕfc , etc.

Pour c ∈ C rM , on a h0(c) = Gc(0) > 0 et Gc(c) = 2Gc(0) > h0(c). On peut donc

poser : Φ(c) = ϕc(c).

Théorème 1. — On définit ainsi un isomorphisme Φ de C rM sur C r D.
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Démonstration. — Pour c ∈ C rM , on a log |Φ(c)| = Gc(c) > 0, donc Φ(c) ∈ C r D.

L’application Φ est holomorphe. En effet,

L = {(c, z) | z ∈ Lc} = {(c, z) | Gc(z) 6 Gc(0)}
est fermé, et, sur C2 r L, l’application (c, z) 7→ ϕc(z) qui est une détermination

de (ϕc(f
n
c (z))

1
2 n, est holomorphe.

On peut écrire :

Φ(c)

c
=

(
1 +

1

c

)1/2(
1 +

c

(c2 + c)2

)1/4

· · ·
(
1 +

c

fn
c (c)2

)1/2n+1

· · · ;

Ce produit infini converge uniformément pour |c| > 4 et tous ses facteurs tendent

vers 1 quand c → ∞. Par suite Φ(c)/c → 1 quand c → ∞. On peut donc prolonger

Φ(c) en une application holomorphe C rM → C r D, où C = C ∪ {∞} est la sphère

de Riemann, en posant Φ(∞) =∞. L’application ainsi prolongée est propre : en effet,

si c→ c0 ∈ ∂M , Gc(c)→ Gc0(c0) = 0 et |Φ(c)| → 1.

En tant qu’application holomorphe propre, elle a un degré. Or, Φ−1(∞) = {∞} avec

multiplicité 1 ; donc ce degré est 1 et Φ est un isomorphisme C rM → C r D. Cqfd.

Corollaire 1

a) L’ensemble M est connexe.

b) Son rayon de capacité est 1.

Corollaire 2. — Pour tout c ∈ C rM , on a :

a) GM (c) = Gc(c).

b) argM (c) = argKc
(c).

Le théorème 3 qui suit plus bas affirme en quelque sorte que la formule b) du

corollaire 3 s’étend à certains points du bord de M .

II - Rayons externes des ensembles de Julia

1. Comportements possibles

Soit f : C → C un polynôme monique. Quand on suit un rayon externe R(Kf , θ)

de Kf dans le sens des Gf décroissants, ce rayon peut soit buter sur un point critique

de Gf , soit se prolonger jusqu’à ce que Gf → 0, i.e. jusqu’à tendre vers Kf .

Dans ce cas, il peut soit tendre vers un point de Kf — on dit alors qu’il aboutit en

ce point —, soit avoir dans Kf un ensemble d’accumulation connexe non réduit à un

point — nous dirons qu’il vagabonde. Si R(Kf , θ) ne bute pas, on a f(R(Kf , θ)) =

R(Kf , d·θ). Ce rayon aboutit en f(x) siR(Kf , θ) aboutit en x, vagabonde si R(Kf , θ)

vagabonde. Il peut arriver que R(Kf , θ) bute, mais que R(Kf , d · θ) ne bute pas.

Proposition 1. — Si f est sous-hyperbolique, tout rayon externe de Kf bute ou aboutit.
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R(Kf ,7/12)

R(Kf ,1/4)

G−1
f (1/3)

R(Kf ,1/2)

R(Kf ,−1/12)

R(Kf ,0)

G−1
f (1)

α

ω

U ′′

U
U ′

Figure 1. Deux comportements possibles pour les rayons externes

d’un polynôme cubique ayant un ensemble de Julia non connexe. Les

rayons R(Kf , 0) et R(Kf , 1/2) aboutissent en α, tandis que les rayons

R(Kf ,−1/12) et R(Kf , 7/12) butent surle point critique ω. L’ensemble

U = {z ∈ C | Gf (z) < 1} est un disque topologique, alors que l’ensemble

{z ∈ C | Gf (z) < 1/3} a deux composantes connexes U ′ et U ′′.

Démonstration. — Soient V un voisinage de Jf , µ une métrique admissible sur V et

λ > 1 tels que ‖Tzf‖µ > λ pour tout z ∈ f−1(V ). Soit h > 0 tel que

{z | G(z) 6 h} ⊂ V r
◦

Kf ;

posons Q = {z | h/d 6 G(z) 6 h} et notons M la borne supérieure des µ-longueurs

des rayons externes entre les niveaux h et h/d (le fait qu’il puisse y avoir des points

critiques deGf dansQ n’empêche pasM d’être fini). La µ-longueur d’un rayon externe

au-dessous du niveau a est majorée par M/(λ− 1), d’où la proposition. Cqfd.
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2. Rayons externes d’argument rationnel

Proposition 2. — On suppose θ rationnel. Alors, si R(Kf , θ) ne bute pas, il aboutit

en un point α ∈ Kf . Ce point est prépériodique (périodique si θ est à dénominateur

premier à d), répulsif ou indifférent rationnel.(1)

Démonstration. — Supposons d’abord θ à dénominateur premier à d. Si θ = p0/q,

alors d est inversible mod q, donc il existe k tel que dk ≡ 1 mod q, i.e. q divise dk−1.

On peut alors écrire θ, de façon peut-être non irréductible mais avec un k minimal,

sous la forme p/(dk − 1). On suppose que R(Kf , θ) ne bute pas ; il est alors invariant

par fk.

Soient h0 la borne inférieure des Gf (ω) pour ω point critique de f dans C r Kf

(s’il n’y en a pas, h0 =∞) et h < h0. Soient

U = {z | 0 < G(z) < h} et U ′ = f−k(U) = {z | 0 < G(z) < h/dk}.

Notons Ũ un revêtement universel de la composante connexe de U rencontrant

R(Kf , θ) et R̃ un relèvement de R(Kf , θ) ∩ U dans Ũ . Il existe un relèvement

g : Ũ → Ũ de f−k tel que g(R̃) ⊂ R̃. Choisissons x0 ∈ R(Kf , θ) ∩ U et définissons

xn ∈ R(Kf , θ) par G(xn) = G(x0)/d
kn , de sorte que fk(xn+1) = xn. Soit L la

longueur de Poincaré dans U de [x0, x1]R(Kf ,θ). Comme g est contractante pour la

métrique de Poincaré deU de Ũ , on a dU (xn, xn+1) 6 L pour tout n. Comme Xn

tend vers ∂K ⊂ ∂U , la distance euclidienne |xn+1 − xn| tend vers 0. Si la suite

extraite (xn)n∈I tend vers un point α ∈ ∂K, la suite (xn−1) tend aussi vers α, donc

fk(α) = α.

Soient α1, . . . , αr les points tels que fk(α) = α, W1, . . . ,Wr des voisinages de

α1, . . . , αr tels que dU (Wi∩U,Wj∩U) > L pour i 6= j. Il existe un n0 tel que xn ∈ ∪Wi

pour n > n0, sinon on pourrait extraire de (xn) une suite tendant vers un α 6∈
{α1, . . . , αr}. Mais comme dU (xn, xn+1) 6 L, les xn pour n > n0 appartiennent tous

au même Wi, disons W1. Alors, xn → α1, car pour toute suite extraite convergente

vers un point α, on a α = α1. Tout y ∈ R(Kf , θ) tel que G(y) 6 G(x0) appartient à

un segment [xn(y), xn(y)+1] de R(Kf , θ), on a alors dU (y, xn(y)) 6 L. Il en résulte que

|y − xn(y)| → 0, donc y → α = α1 quand G(y) → 0. En d’autres termes, R(Kf , θ)

aboutit en α, qui est un point prépériodique de f , de période k′, divisant k.

Le point α appartient à ∂K, il n’est donc pas attractif ; par suite, il est répulsif ou

indifférent.

Lemme. — Si α est un point périodique indifférent, on a (f k)′(α) = 1.

(1)Douady, inspiré par Yoccoz, a démontré que lorsque l’ensemble de Julia d’un polynôme est connexe,

tout point périodique répulsif est le point d’aboutissement d’un nombre fini de rayons externes

périodiques (éventuellement avec une période plus grande). Ce résultat reste vrai pour un point

périodique indifférent rationnel.
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2. RAYONS EXTERNES D’ARGUMENT RATIONNEL 61

(2)

Démonstration. — Supposons que (fk)′(α) = e2iπt. On a

t = lim tn, où tn = arg
(xn−1 − α
xn − α

)
.

Soit t̃n le représentant de tn dans R défini par le chemin de xn à xn−1 suivantR(Kf , θ).

La suite (t̃n) tend vers un représentant t̃ de t. Nous allons montrer que t̃ = 0.

On définit une fonction holomorphe F : {z | Re(z) < m} → C par la formule

F (log(z−α)) = log(fk(z)−α), précisée par la convention que F (ζ)−ζ tend vers 2iπt̃

quand Re ζ → 0.

On définit une paramétrisation γ : R → R(Kf , θ) par Gf (γ(s)) = Gf (x0)/d
s, de

sorte que xn = γ(n). Soit γ̃ une détermination continue de s→ log(γ(s)−α). Notons

R̃α l’image de γ et x̃n = γ̃(n). La suite Re(x̃n) tend vers −∞, et on a x̃n−1 = F (x̃n)

pour n assez grand.

Supposons t̃ > 0. Quitte à diminuer m, on peut supposer que

inf
Re ζ<m

Im(F (ζ)− ζ) = µ > 0,

et que F définit un isomorphisme du demi-plan {ζ | Re ζ < m} sur un ouvert conte-

nant le demi-plan P1 = {ζ | Re ζ < m1}. Alors Re γ(s) → −∞ et Im γ(s) →
−∞ quand s → +∞. Pour tout η ∈ R, notons Nη la composante connexe de

{ζ | Im ζ < η}r R̃α contenant les u + i(η − 1) pour u → −∞. Si η est assez petit,

Nη ⊂ P1, et F−1(Nη) ⊂ Nη−µ.

L’image Ωη de Nη par ζ 7→ α + eζ est un voisinage de α, et l’image de Nη,p =

F−p(Nη) est l’image Ωη,p de Ωη par la branche de f−pk qui a pour point fixe α. On

a Nη,p ⊂ Nη−p,µ, qui est dans le demi-plan {ζ | Re ζ < m2} avec m2 arbitrairement

négatif si p assez grand, donc Ωη,p est arbitrairement petit. En particulier, on peut

avoir Ωη,p b Ωη . Alors, le lemme de Schwarz montre que |(f−pk)′(α)| < 1, donc α est

répulsif, donc contradiction. Cqfd.

Fin de la démonstration de la proposition 2. — Si θ est à dénominateur premier à d,

θ = p/(2k − 1), R(Kf , θ) aboutit en un point α ∈ Kf , périodique pour f de période

k′ divisant k′. On a (f−pk)′(α) = 1, donc (f−pk′

)′(α) est une racine k/k′-ème de 1.

Si θ n’est pas à diviseur premier à d, on peut mettre θ sous la forme p/d`q avec

q premier à d. Alors, si R(Kf , θ) ne bute pas, f `(R(Kf , θ)) = R(Kf , θ1) où θ1 =

d`θ = p/q. Le rayon R(Kf , θ) ne peut pas vagabonder, car R(Kf , θ1) vagabonderait.

Il aboutit donc en un point α, donc R(Kf , θ1) aboutit en α1 = f `(α), d’après le cas

étudié, α1 est périodique répulsif ou indifférent rationnel. Cqfd.

(2)Ce lemme est une variante du lemme dit « de l’escargot ».
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3. Une propriété de stabilité

On note Pd l’ensemble des polynômes moniques de degré d. Pour f ∈ Pd et θ ∈
T = R/Z, on définit ψf,θ : R∗

+ → R(Kf , θ) par Gf (ψf,θ(s)) = s si R(Kf , θ) ne bute

pas ; s’il bute sur un point critique ω de Gf , la fonction ψf,θ est seulement définie

sur [Gf (ω),+∞[. Si R(Kf , θ) aboutit en un point α, on prolonge ψf,θ jusqu’à R+ en

posant ψf,θ(0) = α.

Proposition 3. — Soient f0 ∈ Pd et θ ∈ Q/Z. On suppose que R(Kf0 , θ) aboutit en un

point prépériodique répulsif ω0 ∈ Jf0 . On suppose en outre que f i(α0) n’est un point

critique de f pour aucune valeur de i > 0. Il existe un voisinage Λ de f0 dans Pd,

tel que, pour tout f ∈ Pd, le rayon R(Kf , θ) aboutisse en un point prépériodique

répulsif αf . L’application (f, s)→ ψf,θ(s) de Λ×R+ dans C est continue, holomorphe

en f .

Démonstration. — Supposons θ à dénominateur premier à d, donc de la forme

p/(dk − 1). On peut trouver un voisinage Λ1 de f0 dans Pd, des voisinages V et

V ′ de (f0, α0) dans Pd × C, tels que V ′ ⊂ V et que (f, z) 7→ (f, fk(z)) induise un

isomorphisme de V sur Λ1 × D, et une application analytique ρ : Λ1 → C r D, de

façon que ζf (fk(z)) = ρ(f) · ζf (z) pour (f, z) ∈ V ′. On pose αf = ζ−1
f (0) ; on a alors

fk(αf ) = αf et (fk)′(αf ) = ρ(f).

Soit s0 ∈ R∗
+ tel que (f0, ψf0,θ(s0)) ∈ V ′. En vertu des théorèmes de semi-continuité

du temps de vie des solutions d’équations différentielles, et de dépendance de ces

solutions par rapport à un paramètre, il existe un voisinage Λ de f0 dans Λ1 tel

que, pour tout f ∈ Λ, ψf,θ soit défini sur [s0,+∞[ avec (f, ψf,θ(s0)) ∈ V ′, et ψf,θ(s)

dépendant de façon continue de (f, s) et holomorphe en f pour f ∈ Λ, s > s0. Pour

chaque f ∈ Λ, on peut prolonger ψf,θ à R∗
+ en posant

ψf,θ

( s

dkn

)
= ζ−1

f

(ζf (ψf,θ(s))

ρ(f)n

)
pour s > s0, ψf,θ(s) ∈ V.

On obtient ainsi une application (f, s) 7→ ψf,θ(s) définie sur Λ× R∗
+, continue et ho-

lomorphe en f . Pour chaque f , l’image de ψf,θ(s) est R(Kf , θ). Enfin, ψf,θ(s)→ αf

uniformément sur tout compact de Λ quand s → 0. On peut donc prolonger

(f, s) 7→ ψf,θ(s) continûment à Λ× R+.

Ceci démontre la proposition dans le cas où θ est à dénominateur premier à d (ce

qui entrâıne α0 périodique). Dans le cas général, il existe un ` > 0 tel que θ∗ = d`θ soit

à dénominateur premier à d. Pour tout i > 0, le rayon externe R(Kf , d
iθ) aboutit

à f i(α0). On démontre la propriété énoncée pour 2iθ par récurrence descendante

sur i à partir de i = `. Pour i = `, c’est le cas particulier étudié. Pour i < `,

l’application F : (f, z) 7→ (f, f(z)) admet un inverse holomorphe gi défini au voisinage

de {f0}×R(Kf0 , d
i+1θ) avec gi({f0}×R(Kf0 , d

i+1θ)) = {f0}×R(Kf0 , d
iθ), puisque

F n’a pas de point critique sur {f0} × R(Kf0 , d
iθ). On peut alors définir ψf,diθ(s)

pour s 6 s0 et f assez voisin de f0 par (f, ψf,diθ(s)) = gi(f, ψf,di+1θ(ds)). Cqfd.
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III - Récolte dans le plan des paramètres

On considère la famille (fc : z 7→ z2 + c)c∈C de polynômes du second degré.

Théorème 2. — Soit c ∈ M un point tel que 0 soit strictement prépériodique pour fc

(point de Misurewicz).

a) Le point c a dans Kc un nombre fini d’arguments externes, qui sont rationnels

à dénominateurs pair.

b) Pour chaque argument externe θ de c dans Kc, le rayon R(M, θ) aboutit en c.

La partie a) est un cas particulier de VII, corollaire 2 du théorème.

Démonstration de b). — Le point c est un point prépériodique répulsif de fc et on a

ψc,θ(0) = c, avec les notations de 3. Le point c n’admet pas de point critique dans

son orbite directe puisque c = fc(0) et que 0 n’est pas périodique. Pour λ voisin de c

et s ∈ R+, posons Hs(λ) = ψλ,θ(s) − λ. Notons ν l’ordre du zéro de H0 en c. On a

ν < ∞ car sinon on aurait fk+`+1
λ (0) = f `+1

λ (0) pout tout λ voisin de c, donc pout

tout λ ∈ C.

Pour s > 0 voisin de 0, l’équation Hs(λ) = 0 admet ν solutions voisines de c,

en tenant compte des multiplicités. Pour une telle racine λ, on a λ = ψλ,θ(s), d’où

λ 6∈ Kλ, i.e. λ 6∈ M , et Φ(λ) = ϕλ(λ) = es+2iπθ. On voit donc que Φ−1(es+2iπθ) → c

quand s→ 1. Cqfd.

a4=a5

a0

a3

a2
β′

β

a1

11/56

9/56

15/56

9/56

11/5615/56

La démonstration ci-dessus donne aussi le résultat suivant :

Corollaire 1. — L’équation P `+1+k
λ (0)− P `+1

λ (0) = 0 admet en c une racine simple.
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Démonstration. — La multiplicité de c comme racine de cette équation est égale à ν

introduit dans la démonstration du théorème.

Pour s > 0, l’équation Hs(λ) = 0 n’a qu’une solution, puisque c’est nécessairement

Φ−1(es+2iπθ).

On passe de l’équation λ = ψλ,θ(s), qui donne l’intersection de la diagonale avec

le graphe de λ 7→ ψλ,θ(s), à l’équation ϕλ(λ) = es+2iπλ en transformant ces deux

courbes par le difféomorphisme (λ, z) 7→ (λ, ϕλ(z)). La multiplicité de la solution

de λ = ψλ,θ(s) est donc égale à celle de Φ(λ) = es+2iπλ, qui est 1 puisque Φ est un

isomorphisme. On a donc ν = 1. Cqfd.

Remarque. — Il existe aussi d’autres démonstrations de ce corollaire, par exemple

une démonstration arithmétique consistant à compter des valuations 2-adiques.
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EXPOSÉ IX

POINTS FIXES MULTIPLES ET

POINTS PÉRIODIQUES INDIFFÉRENTS RATIONNELS

I - Points fixes multiples

Si f est un polynôme ayant en α un point périodique de période k, avec (f k)′(α) =

e2iπp/q , le polynôme fkq a en α un point fixe avec dérivée 1. Pour cette raison, nous

allons commencer par étudier les points fixes avec dérivée 1.

On peut supposer que le point fixe est 0. Une grande partie de l’étude peut se faire

pour les applications holomorphes au voisinage de 0.

1. Ordre d’un point fixe

Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 0, avec f(0) = 0. L’ordre de 0

comme point fixe de f est l’ordre r d’annulation en 0 de z 7→ f(z)− z. On dit que 0

est un point fixe multiple si r > 2. On peut alors écrire f(z) = z + bzr +O(zr+1) avec

b 6= 0. Ceci peut aussi s’écrire f(z) = z(1 + bzr−1 +O(zr)). Les z tels que bzr−1 ∈ R+

(resp. R−) forment r− 1 demi-droites, faisant entre elles des angles de 1/(r− 1) tour,

qu’on appellera les axes de répulsion (resp. axes d’attraction) de 0 pour f .

Remarques

1) Si ϕ est une fonction holomorphe au voisinage de 0 avec ϕ(0) = 0, ϕ′(0) 6= 0, qui

conjugue f à g (i.e. g = ϕ◦f ◦ϕ−1), l’application linéaire tangente T0ϕ : z 7→ ϕ′(0) ·z
envoie les axes de répulsion (resp d’attraction) de f sur ceux de g.

2) On peut, par une fonction holomorphe tangente à l’identité en 0, conjuguer

f à une fonction g de la forme z 7→ z + bzr +O(z2r−1), ou même de la forme

z 7→ z + bzr + cz2r−1 +O(zν) avec ν arbitraire. Pour les obstruction à conjuguer à

z 7→ z + bzr + cz2r−1, voir le cours d’Ecalle.
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2. Un changement de variables

Pour étudier f , on souhaite faire le changement de variable z 7→ 1/(r − 1)bzr−1.

Mais cette application n’est pas injective au voisinage de 0, et ceci nous amène à poser

certaines conventions.

Soient Ω un ouvert de C, Ω̃ un revêtement de Ω et π : Ω̃ → Ω la projection. Pour

Z ∈ Ω̃, on pose : |Z| = |π(Z)|. Soient Z ∈ Ω̃ et u ∈ C assez voisin de 0 pour que,

pour tout t ∈ [0, 1], π(Z) + tu ∈ Ω. Le chemin γ : t 7→ π(Z) + tu dans Ω admet dans

Ω̃ un unique relèvement γ̃ d’origine Z ; on notera alors Z + u le point γ̃(1) ∈ Ω̃. Pour

λ voisin de 1, on définit λZ par λZ = Z + (λ− 1)π(Z).

Soit Dρ un disque contenu dans le domaine de définition de f . L’application z 7→
1/(r − 1)bzr−1 définit un isomorphisme h : z 7→ Z de Dρ r {0} sur un revêtement

Ω̃ de degré r − 1 de Ω = C r DR, où R = 1/(r − 1)|b|ρr−1. Notons π : Ω̃ → Ω la

projection et F l’application h ◦ f ◦ h−1, définie sur un ouvert Ω̃′ de Ω̃ contenant

π−1(C rDR′) pour R′ assez grand.

Proposition 1. — L’application F est de la forme Z 7→ Z − 1 +O(|Z|−1/r−1).

Démonstration. — Soient Z ∈ Ω̃′, z = h−1(Z), z1 = f(z) et Z1 = h(z1) = F (Z).

On a :

z1 = z + bzr +O(|z|r+1) = z(1 + bzr−1 +O(|z|r))

π(Z1) =
1

(r − 1)b
z
−(r−1)
1 = π(Z)(1 + bzr−1 +O(|z|r))−(r−1)

= π(Z)
(
1− 1

π(Z)
+O(|z|−r/r−1)

)

Comme z et z1 sont voisins, Z et Z1 sont sur le même feuillet et on a :

Z1 = Z
(
1− 1

π(Z)
+O(|z|−r/r−1)

)
= Z − 1 +O(|Z|−1/r−1). Cqfd.

Remarque. — Les r − 1 axes de répulsion (resp. d’attraction) correspondent aux re-

lèvements dans Ω̃ de R+ ∩ Ω (resp. R− ∩ Ω).

3. Pétales

Soient R1 et M tels que, pour |Z| > R1, F (Z) soit défini et de la forme F (Z) =

Z − 1 + η(Z) avec |η(Z)| 6 M/|Z|1/r−1 6 1/2. Soit Γ ⊂ C une courbe de la forme

{(x + iy) | x = H(y)} où H : R → R est une fonction C∞ ayant les propriétés

suivantes :
(i) H est convexe et paire ;

(ii) H(0) < −R1 ;

(iii) y 7→ |H(y) + iy| est croissante sur R+ ;

(iv) |H ′(y)| < 1/tan(θ), où sin θ = 2M/|Z|1/r−1, Z = H(y) + iy ;

(v) H ′(y)→ +∞ quand y →∞.
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Les conditions (i) et (v) entrâınent que Γ a une branche parabolique dans la direction

de R+. Les conditions (ii) et (iii) entrâınent que Γ ∩DR1 = ∅.

Soient Γ1, . . . ,Γr−1 les relèvements de Γ dans Ω̃ et posons Fi(Γ) = π(F (Γi)). La

condition (iv) assure que chacune des Fi(Γ) se trouve strictement à gauche de τ−1/2(Γ),

où τ−1/2 est la translation Z 7→ Z − 1/2. Soit G l’ensemble des Z = x + iy ∈ C tels

Z
Z−1/2

Fi(Z)

Z−1

θ Γ

τ−1/2(Γ)

R1

Figure 1. Un choix possible de courbe Γ. La courbe Fi(Γ) est à gauche de τ−1/2(Γ).

que x 6 H(y) (région située à gauche de Γ). L’image réciproque de G dans Ω̃ est

formée de r − 1 copies G1, . . . , Gr−1 de G, et on a F (Gi) ⊂ τ−1/2

◦

Gi.

Pour chaque i, on pose Pi = h−1(Gi) ∪ {0}. Les Pi sont des compacts que l’on

appelle les pétales de f en 0. Ils dépendent du choix de Γ. On a f(Pi) ⊂
◦

Pi ∪ {0}.
Chaque Pi est limité par une courbe γi = h−1(Γi), image d’un chemin [0, 1] → C,

injectif sur ]0, 1[, qui part de 0 tangentiellement à un axe de répulsion, croise un axe

d’attraction (appelé axe du pétale) et revient à 0 tangentiellement à l’axe de répulsion

suivant.

r = 4, r − 1 = 3

r = 6 r = 2, r − 1 = 1

Figure 2. Les pétales Pi.
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La fleur
⋃
Pi est contenue dans le disque Dρ1 = {0} ∪ h−1(C r DR1). Pour ρ′ <

1/|H(0)|r−1, l’ouvert Dρ′ r
⋃
Pi a r − 1 composantes connexes, qu’on appelle les

interpétales.

Proposition 2. — Soient Pi l’un des pétales de f en 0 et z ∈ Pi r {0}.
a) fn(z)→ 0 tangentiellement à l’axe de Pi ;

b) fn → 0 uniformément sur Pi.

Démonstration

a) Posons zn = fn(z), Z = h(z), Zn = h(zn) = Fn(Z), écrivons ReZ pour

Re(π(Z)), etc. On a ReZn+1 6 ReZn − 1/2, donc ReZn → −∞, d’où |Zn| → ∞ et

|zn| → 0. On a Zn+1−Zn → −1, d’où argZn → 1/2, et l’angle de zn avec l’axe de Pi

tend vers 0. Cqfd.

b) On a Fn(Gi) ⊂ τ−n/2(Gi), donc pour tout R′′ > 0, il existe un n0 tel que

π(Fn(Gi)) ∩DR′′ = ∅ pour n > n0. Par suite,

∀ ρ′′ > 0 (∃n0) (∀n > n0) fn(Pi) ⊂ Dρ′′ . Cqfd.

II - Cas des polynômes

On suppose dans cette partie que f est un polynôme monique de degré d ayant

en 0 un point fixe d’ordre r > 2. Soient P1, . . . , Pr−1 les pétales de f en 0.

1. Composante de
◦

Kf contenant un pétale

Le point 0 appartient à Jf = ∂Kf . En effet, si f(z) = z + bzr +O(|z|r+1), on a :

fn(z) = z + nbzr +O(|z|r+1), et la suite
(
(fn)(r)(0)

)
n∈N

n’est pas bornée.

Pour chaque i, Pi r {0} ⊂
◦

Kf . En effet Pi ⊂ Kf et f(Pi r {0}) ⊂
◦

P i ⊂
◦

Kf .

Comme l’ensemble Pi r {0} est connexe, il est contenu dans une composante connexe

Ui de
◦

Kf .

Proposition 3. — Pour tout x ∈ Ui, il existe un n tel que fn(x) ∈ Pi r {0}.

Démonstration. — Soient x0 ∈ Ui et y0 ∈ Pi. Posons xn = fn(x0) et yn = fn(y0).

On a, pour les distances de Poincaré, dUi(xn, yn) 6 dUi(x0, y0), et pour les distances

euclidiennes d(yn, ∂Ui) 6 |yn| → 0. Par suite, |xn − yn| → 0 et |xn| → 0.

Si ρ′ est assez petit, on a |(f(z)| > |z| si z ∈ Dρ′−
⋃
Pj . Les xn ne peuvent donc pas

être tous dans les interpétales, et ∃n0, ∃ j, xn0 ∈ Pj r {0}. On a alors xn ∈
◦

P j r {0}
pour n > n0.

Notons Vj l’ensemble des x ∈ Ui tels que (∃n) xn ∈
◦

P j r {0}. Les Vj forment une

partition de Ui en ouverts. Comme Ui est connexe, un seul n’est pas vide, et comme

Pi r {0} ⊂ Vi, on a Ui = Vi. Cqfd.
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Figure 3. Le polynôme f(z) = z + z4 + z5 a un point fixe d’ordre 4 en 0.

Les trois pétales sont contenus dans des composantes distinctes de
◦

Kf .

Corollaire. — Les Ui sont deux à deux distincts.

Proposition 4

a) Ui contient au moins un point critique de f .

b) f induit une application holomorphe propre fi : Ui → Ui de degré di > 2.

c) Soit ϕ : Ui
∼−→ D un isomorphisme et posons g = ϕ ◦ fi ◦ ϕ−1. Alors, g est

la restriction à D d’une fonction rationnelle g : C → C ayant sur S1 un point fixe

triple α. Pour tout x ∈ C− S1, la suite gn(x)→ α.

Lemme. — Soit x0 ∈ Ui et posons xn = fn(x0). Alors, dUi(xn, xn+1)→ 0.

Démonstration. — xn → 0 tangentiellement à l’axe de Pi, donc ∃m > 0, ∃n0,

∀n > n0, d(xn, ∂Ui) > m|xn| (en fait, on peut prendre m arbitrairement voisin

de sinπ/(r − 1) si r > 3, m = 1 si r = 2).

Pour m′ > |b|, on a |xn+1 − xn| 6 m′|xn|r pour m assez grand. Par suite,

|xn+1 − xn|
d(xn, ∂Ui)

−→ 0.

Or,

dUi(xn, xn+1) 6 dD(xn,d(xn,∂Ui))(xn, xn+1) = dD

(
0,
xn+1 − xn

d(xn, ∂Ui)

)
,

d’où dUi(xn, xn+1)→ 0. Cqfd.
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Démonstration de la proposition. — b) L’application f induit une application holo-

morphe propre f−1(Ui)→ Ui. Or, Ui est une composante connexe de f−1(Ui), donc f

induit fi : Ui → Ui holomorphe propre. Soit di son degré. On a di > 1 car sinon fi

serait une isométrie pour la distance de Poincaré de Ui, ce qui est contredit par le

lemme.

a) résulte de b) et de la formule de Riemann-Hurwitz. Plus élémentairement, s’il

n’y avait pas de point critique, fi : Ui → Ui serait un revêtement nécessairement

trivial puisque Ui est simplement connexe, donc de degré 1.

c) L’application g : D → D est holomorphe et propre. Par le principe de réflexion

de Schwarz, elle se prolonge en une application C→ C, qui est une fraction rationnelle

commutant avec z → 1/z. Montrons qu’il y a un point triple sur S1. Soit x0 ∈ D et

posons xn = gn(x). Tout point d’accumulation α de la suite (xn) appartient à S1 et est

un point fixe de g. En effet, si xnk
→ α, on a |xnk+1 − xnk

| 6 dD(xnk
, xnk+1)→ 0, et

g(xnk
)→ α d’où α = g(α). Soient α1, . . . , αν les points fixes de g sur S1, W1, . . . ,Wν

des voisinages de α1, . . . , αν respectivement tels que dD(Wi ∩D,Wj ∩D) > dD(x0, x1).

À partir d’un certain rang, tous les xn sont dans la réunion des Wi, mais comme on a

dD(xn, xn+1) < dD(x0, x1), ils sont tous dans le même, et la suite n’a qu’un seul point

d’accumulation α ∈ S1. Comme D est compact, xn → α.

Comme dD(xn, xn+1)→ 0, on a
xn+1 − xn

xn − α
→ 0 et α est un point fixe multiple. Soit

y0 ∈ D et posons yn = gn(y0). On a dD(xn, yn) < dD(x0, y0) ; comme |xn−α| → 0, on

a |yn − xn| → 0 et yn → α.

Soit s l’ordre de α comme point fixe de g ; montrons que s = 3. Soient Q1, . . . , Qs−1

les pétales de g en α. Au moins la moitié d’entre eux rencontre D. Mais les

Vi =
{
x ∈ D | gn(x) ∈ Qi r {α}

}
forment une partition de D en ouverts, donc il y en

a au plus 1 non vide et s− 1 6 2, d’où s = 2 ou 3.

Posons zn = ϕ−1(xn) ∈ Ui. La suite zn → 0 tangentiellement à l’axe de Pi. Si

η : U i → [0, 1] est une fonction harmonique sur U i, continue sur Ui r{0}, valant 0 sur

∂Ui dans un interpétale adjacent à Pi et 1 dans l’autre, (∃m > 0) (∀n) m 6 η(zn) 6

1−m. Par suite, xn → α non tangentiellement à S1, ce qui exclut le cas s = 2. On a

donc s = 3. Cqfd.

Corollaire 1. — Si di = 2, il n’y a qu’un point critique ω ∈ Ui. Si on a pris ϕ tel que

ϕ(ω) = 0 et α = 1, alors g est donnée par g(z) =
3z2 + 1

z + z2
.

2. Arguments externes de 0

Proposition 5. — On suppose que Kf est connexe et localement connexe.

a) Tout argument externe de 0 est de la forme p/(d− 1).

b) Dans chaque interpétale arrive au moins un rayon externe qui aboutit en 0.
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c) Entre deux rayons externes aboutissant en 0, il y a un point critique et une

valeur critique de f .

Figure 4. L’ensemble de Julia rempli d’un polynôme cubique ayant un

point fixe multiple. Les points critiques sont indiqués.

Lemme. — Soit A ∈ R/Z un ensemble contenant au moins un point α de la forme

p/(d− 1), p ∈ Z. On suppose que t 7→ dt induit une bijection de A sur A préservant

l’ordre cyclique. Alors, tout point de A est de la forme p/(d− 1), p ∈ Z.

Démonstration. — On a (d − 1)α = 0, donc dα = α, et t 7→ t − α commute avec

t 7→ dt. On peut donc prendre α comme origine, i.e. supposer que α = 0. Soit t ∈ A et

soit (ε1, . . . , εk, . . . ) le développement de t en base d. Si la suite (εi) est stationnaire,

εi = ε pour i > k0, on a :

dkt =
ε

d− 1
∈ A, dk ε

d− 1
=

ε

d− 1
= dkt,

d’où t =
ε

d− 1
. Sinon ∃ i, j tels que εi < εi+1 et εj > εj+1. Choisissons pour tout

élément de A le représentant dans [0, 1[. On a 0 < dit < di+1t et 0 < dj+1t < dj t, ce

qui est en contradiction avec le fait que t→ dj−1t préserve l’ordre cyclique. Cqfd.
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Démonstration de la proposition. — a) Notons A l’ensemble des arguments externes

de 0. Supposons A 6= ∅ et soit t ∈ A et α le plus petit élément de A correspondant à

un rayonRα qui arrive dans le même interpétale que Rt. Le rayonRα est stable par f ,

donc α = dα et α est de la forme p/(d− 1). L’application f induit des permutations

des (Rt)t∈A préservant l’ordre cyclique. La partie a) résulte alors du lemme.

b) Choisissons dans chaque pétale Pi un centre ci pour Ui et soit H l’enveloppe

réglementaire de {0, c1, . . . , cr−1}. Les interpétales sont les accès à 0 relativement à H

(cf. exposé « arguments externes dans les ensembles de Julia »). La partie b) résulte

alors de la proposition 1 dudit exposé.

c) Soient R = R(Kf , θ) et R′ = R(Kf , θ
′) deux rayons externes de Kf aboutissant

en 0, et V une composante connexe de C r (R ∪ R′). D’après la partie a), on peut

supposer que θ = 0, θ′ = p/(d− 1), p ∈ {1, . . . , d − 2}, et que V contient les points

de C r Kf d’argument externe t ∈ ]0, p/(d− 1)[. Posons W = f−1(V ). Le bord ∂W

est la réunion des R(Kf , t) pour t ∈ { i
d ,

p
d−1 + i

d}i=0,...,d−1. Soit W1 la composante

connexe de W telle que ∂W1 ⊃ R. On a W1 ⊂ V et ∂W ⊃ R ∪ R(Kf , t1) où

t1 = p
d−1 −

p
d = p

d(d−1) . Le rayon R1 = R(Kf , t1) aboutit en un point c1 6= 0 puisque

t1 6∈ Z · 1
d−1 . L’application f induit une application holomorphe propre f1 : W1 → V ,

notons d1 son degré. Soit U un voisinage de 0, alors f−1(U∩W ) ⊃ (U ′∩W )∪(U ′′∩W )

où U ′ est un voisinage de 0 et U ′′ un voisinage de c1, qu’on peut supposer disjoints.

Par suite, d1 > 2, donc (∃ω ∈W1) f
′(ω) = 0 et f(ω) ∈ W . Cqfd.

III - Points périodiques indifférents rationnels

Nombre de pétales

Soit f : C → C un polynôme de degré d, α un point périodique de période k, tel

que λ = (fk)′(α) = e2iπp/q , p.g.c.d.(p, q) = 1.

Proposition 6. — La multiplicité r de α comme point fixe de f kq est de la forme νq+1,

où ν ∈ {1, . . . , d− 1}.

Démonstration. — L’application Tαf
k, qui est la multiplication par ρ, opère librement

sur les axes de répulsion en α. Leur nombre, qui est r− 1, est donc de la forme qν. Il

y a ν orbites disjointes dans π0(
◦

Kf ), et chacune contient au moins un point critique

de fkq , donc un point critique de f . Comme f a au plus d − 1 points critiques, on a

ν 6 d− 1. Cqfd.

On pourrait aussi déduire la proposition 6 du lemme suivant, que nous donnons

car il nous servira par la suite.
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NOMBRE DE PÉTALES 73

Lemme 1. — On peut trouver une coordonnée holomorphe centrée en α telle que l’ex-

pression de fk dans cette coordonnée soit de la forme ζ 7→ λ(ζ + ζr +O(ζr+1)), avec

r = νq + 1, ν ∈ N∗

Autrement dit, on peut trouver un difféomorphisme C-analytique, ψ d’un voisinage

de α sur un voisinage de 0, avec ψ(α) = 0, tel que ψ◦f k◦ψ−1 soit de la forme prescrite.

Démonstration. — Nous allons montrer que, si on a une coordonnée ζj où l’expression

gj de fk est ζ 7→ λζ + bjζ
j + O(ζj+1), et si j n’est pas de la forme νq + 1, on peut

trouver une coordonnée ζj+1, tangente à l’ordre j à ζj , telle que l’expression gj+1 de fk

dans ζj+1 soit ζ 7→ λζ + bj+1ζ
j+1 +O(ζj+2). Prenons ζj+1 = ζj + cζj

j . L’application

gj+1 est donnée par :

ζj+1 7−→ ζj = ζj+1 − cζj
j+1 + · · ·

gj7−→ λζj+1 + (bj − λc)ζj
j+1 + · · ·

7−→ gj+1(ζj+1) = ζj+1 + (bj − λc+ cλj)ζj
j+1 +O(ζj+1

j+1 ).

Si j n’est pas de la forme νq + 1, on a λj − λ 6= 0, et on peut choisir c de façon que

bj + c(λj − λ) = 0.

On peut ainsi chasser de proche en proche le premier terme de gj(ζ)−λζ jusqu’à ce

que l’on tombe sur un terme de la forme bζνq+1 avec b 6= 0. Si le processus ci-dessus

se poursuivait indéfiniment, fkq aurait un contact d’ordre ∞ avec l’identité, donc

fkq = id, ce qui est impossible si f est un polynôme de degré d > 1. On peut donc

trouver une coordonnée ζ telle que l’expression de f k soit ζ 7→ λζ+bζνq+1 +O(ζνq+2)

avec b 6= 0, et en conjuguant par une homothétie on peut obtenir b = λ. Cqfd.

Soit ψ un difféomorphisme d’un voisinage de α sur un voisinage de 0. Une fleur F

de fkq relativement à ψ est F = ψ−1(F ′), où F ′ est une fleur (réunion de pétales)

de ψ ◦ fkq ◦ ψ−1.

Proposition 7. — Soit ζ une coordonnée centrée en α satisfaisant aux conditions du

lemme 1, et F la fleur de fkq relativement à ζ définie à partir d’une courbe Γ comme

dans 3. Pour un choix convenable de Γ, on a f k(F ) ⊂
◦

F ∪ {α}.

Démonstration. — Reprenons le changement de variables h : Dρ
≈7−→ Ω̃ défini

en 2, avec b = 1. Notons σ l’application de changement de feuillet Ω̃ → Ω̃

conjuguée par h de z 7→ λz. L’expression F = h ◦ f k ◦ h−1 de fk est de la

forme Z 7→ σ
(
Z − 1 +O(1/|Z|1/r−1)

)
. Si Γ satisfait aux conditions (i) à (v), on a

F (Gi) ⊂ τ−1/2

◦

Gσ(i), d’où f(Pi − α) ⊂
◦

Pσ(i). Cqfd.

Remarque. — La condition (iv) est plus forte que la condition normalement exigée

pour définir la fleur de fkq , car fkq correspond à b = q et non b = 1.
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EXPOSÉ X

CONNEXITÉ LOCALE

DE CERTAINS AUTRES ENSEMBLES DE JULIA

1. Résultat

Théorème. — Soit f : C→ C un polynôme de degré d > 1. On suppose que, pour tout

point critique ω de f , l’une des trois éventualités suivantes se produit :

a) ω est attiré par un cycle attractif ;

b) ω tombe en un temps fini sur un cycle répulsif ;

c) ω est attiré par un cycle indifférent rationnel.

Alors, Kf est connexe et localement connexe.

Corollaire. — Soit f un polynôme de degré 2 admettant un cycle indifférent rationnel.

Alors, Kf est connexe et localement connexe.

Cet exposé est un complément à l’exposé III « Connexité locale de certains en-

sembles de Julia ». Nous utiliserons les résultats de l’exposé IX « Points fixes multiples

et points périodiques indifférents rationnels ».

D’après un théorème de Fatou et/ou Julia, comme tout point critique de f appar-

tient à Kf , l’ensemble Kf est connexe (III Proposition 1 étendue). Le cas où seules les

éventualités a) et b) se présentent est couvert par la Proposition 4 de III + Caractéri-

sation des polynômes sous-hyperboliques. Dans le cas où c) se présente effectivement,

f n’est pas sous-hyperbolique. Pour montrer que Kf est localement connexe, nous

montrerons que la suite (γn) de lacets définie dans la Proposition 3 de III converge

uniformément. Pour cela, nous allons construire, sur une partie Ω de C une métrique

pour laquelle f est strictement (i.e. augmente strictement la longueur de toute courbe

rectifiable non triviale) mais non fortement dilatante en général. Le raisonnement que

nous aurons à faire pour terminer la démonstration sera donc plus délicat que celui

de la démonstration de la Proposition 4 de III : nous serons amenés à faire quelque

chose comme une partition de Markov.

Dans la suite, f sera un polynôme satisfaisant aux hypothèses du Théorème.
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2. Constructions de Ω

Notons A− l’ensemble des points périodiques attractifs de f , A0 l’ensemble des

points périodiques indifférents rationnels et C la réunion des orbites directes des points

critiques. ÉcrivonsC = C−∪C0∪C+, où C− (resp. C0) correspond aux points critiques

attirés par un cycle attractif (resp. indifférent rationnel) et C+ aux points critiques

tombant sur un cycle répulsif.

Proposition 1. — On peut trouver un ensemble compact Ω tel que :

a) ∂Ω ⊃ A0, Ω ∩ A− = ∅, C+ ⊂
◦

Ω, (C0 ∪ C−) ∩ Ω = ∅ ;

b) Jf ⊂
◦

Ω ∪A0, γn ⊂
◦

Ω pour n assez grand ;

c) f−1(Ω) ⊂
◦

Ω ∪A0 ;

d)
◦

Ω connexe ;

e)
◦

Ω ∩R(Kf , 0) connexe.

Démonstration. — Soit L un disque topologique fermé contenant Kf , limité par une

courbe de niveau du potentiel Gf de Kf .

Choisissons pour chaque α ∈ A−, un disque topologique ∆α de façon que f(∆α) ⊂
∆α. Ceci entrâıne ∆α ⊂

◦

Kf . Soit n− tel que B− = f−n−
( ⋃

α∈A−
∆α

)
⊃ C−. On a

encore B− ⊂
◦

Kf .

Pour chaque α ∈ A0, construisons une fleur Fα (relativement à une coordon-

née ζα centrée en α) de façon que f(Fα r {α}) ⊂
◦

F f(α). Soit n0 tel que B0 =

f−n0
( ⋃

α∈A0
∆α

)
⊃ C0. Ceci entrâıne que B0 ⊂

◦

Kf et B0 ⊂
◦

Kf ∪ A0. L’ensemble

Ω = Lr (B− ∪ B0) répond à la question. Cqfd.

3. Construction de Ũ

Posons U =
◦

Ω. Nous allons construire un revêtement ramifié Ũ de U . Comme

les points périodiques de C+ sont répulsifs, donc non critiques, on peut trouver une

fonction ν : C+ → N∗ telle que ν(f(x)) soit multiple de r(x)ν(x), où r(x) est le degré

local de f en x (par exemple, ν(x) =
∏
r(y), produit pour y dans l’orbite inverse

stricte de x).

On pose r(x) = 1 pour x 6∈ C+. Soient U∗ un revêtement ramifié de U avec degré de

ramification égal à ν(x) pour tout point au-dessus de x, et Ũ le revêtement universel

de U∗. Alors, Ũ est un revêtement ramifié galoisien de U . Notons π la projection

Ũ → U . Soit R̃0 un relèvement de l’arc ouvert U ∩ R(Kf , 0) dans Ũ .

Proposition 2. — Il existe une application holomorphe g : Ũ → Ũ telle que f ◦π◦g = π

et g(R̃0) ⊂ R̃0.
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Remarque. — La condition f ◦ π ◦ g = π exprime en quelque sorte que g est un

relèvement de f−1.

Démonstration. — Soit X l’ensemble des couples (x, y) ∈ Ũ × Ũ tels que f(π(y)) =

π(x). L’ensemble X est une courbe C-analytique avec singularités. Soit (x0, y0) ∈ X .

Si π(x0) n’appartient pas à C, π(y0) non plus, X est lisse en (x0, y0) et pr1 : X → Ũ

est un isomorphisme local au voisinage de (x0, y0). Supposons π(X0) ∈ C, notons r

le degré de ramification en π(y0) de f ; posons νx0 = ν(π(x0)) et νy0 = ν(π(y0)),

degy0
(f ◦ π) = rνy0 , qui est par hypothèse un diviseur de νx0 = degx0

π. On peut

prendre sur Ũ des coordonnées, ξ centrée en x0 et η centrée en y0, telles que les

expressions de π et f ◦ π soient ξ 7→ ξνx0 et η 7→ ηrνy0 . Au voisinage de (x0, y0),

l’ensemble X devient {(ξ, η) | ξνx0 = ηrνy0 } =
⋃{(ξ, η) | η = λξq}, où q = νx0/rνy0 ,

la réunion étant prise sur les λ tels que λrνy0 = 1. La courbe X est au voisinage

de (x0, y0) réunion de rνy0 courbes lisses (branches), qui se coupent transversalement,

et pour chacune la projection pr1 : X → Ũ induit un isomorphisme local.

En remplaçant le point (x0, y0) par rνy0 points, un sur chaque branche, et en

procédant de même pour les autres points (x, y) tels que π(x) ∈ C, on obtient un

espace X̃ qui est un revêtement de Ũ . Mais Ũ est simplement connexe, ce revêtement

est donc trivial. Soient x1 et y1 des points de R(Kf , 0) ∩ U tels que x1 = f(y1) ;

notons x̃1 et ỹ1 leur relèvement dans R̃0. Il existe une section unique σ : Ũ → X̃ telle

que σ(x̃1) = (x̃1, ỹ1). L’application g = pr2 ◦ π eX ◦ σ : Ũ → Ũ , où π eX : X̃ → X est la

projection canonique, répond à la question. Cqfd.

4. Construction d’une métrique

Notons µeU la métrique de Poincaré de Ũ et µU la métrique riemannienne admissible

sur U telle que la projection π : Ũ → U soit une isométrie locale.

Remarques

1) Si A0 = ∅, π(g(Ũ)) est relativement compact dans U , il en résulte que g : Ũ → Ũ

est fortement contractante pour µeU . Par suite, f est fortement dilatante pour µU sur

Jf , autrement dit f est sous-hyperbolique. Le théorème, dans ce cas, résulte alors de

III, Proposition 4.

2) Si A0 6= ∅, l’application g : Ũ → Ũ est strictement mais non fortement contrac-

tante. Soient α ∈ A0 et θ un argument externe de α dansKf . L’arc ouvert U∩R(Kf , θ)

a une longueur infinie du côté de α pour µU , et la suite (γn(θ))n∈N n’est pas une suite

de Cauchy pour µU . C’est pour ces raisons que nous allons modifier la métrique µU .

On peut trouver pour chaque point α ∈ A0, un disque topologique ∆α et un

isomorphisme ζα : ∆α → Dr de façon que l’expression de f : ∆α → ∆f(α) soit de la

forme ζ → λ(ζ + bαζ
qα+1 + · · · ), bα > 0, qα = nombre de pétales de la fleur de α,

λqα = 1.
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Si les disques ∆α ont été pris assez petits, U ∩ ∆α est contenu dans la réunion

des interpétales, et l’expression de f a une dérivée de module > 1. En outre, on a :

f(U ∩∆α) ⊃ U ∩∆f(α), f(∆α) ∩∆β = ∅ pour β 6= f(α), et ∆α ∩ C+ = ∅.

Notons µα la métrique |dζα| sur ∆α. Choisissons M ∈ R+ grand et définissons

sur U ∪
⋃

α∈A0
∆α une métrique riemannienne µ (à coefficient discontinu) par µ =

inf(µU ,Mµα), la borne inférieure étant prise en chaque point z sur les métriques

définies en ce point.

Considérons le compact Ω′ = f−1(Ω) ⊂ U ∪A0.

Proposition 3. — Si on a choisi M assez grand, f est strictement dilatante pour µ

sur Ω′.

Par « strictement dilatante », nous voulons dire que, pour tout chemin rectifiable

non trivial γ : I → Ω′, on a longµ(f ◦ γ) > longµ(γ).

Démonstration. — Pour α ∈ A0, f
−1(Ω ∩∆α) est un compact de la forme L′

α ∪ L′′
α,

où L′
α ⊂ Ω′ ∩ ∆α et L′′

α est un compact contenu dans U r C+ = U r C. Posons

mα = infz∈L′′
α
‖Tzf‖µU ,µα . On a mα > 0. Nous choisissons M > 1/inf(mα). Montrons

que, pour z ∈ Ω′ r (A0 ∪ C), on a :

(1) ‖Tzf‖µ > 1.

Il y a 4 cas à considérer :

a) µz = µUz , µf(z) = µU,f(z) : L’application f : f−1(U) → U est strictement

dilatante pour µU puisque g : Ũ → Ũ est strictement contractante, d’où (1) dans ce

cas.

b) µz = Mµα,z, µf(z) = µU,f(z) : On a µz 6 µU,z , d’où (1) comme dans le cas a).

c) µz = Mµα,z, µf(z) = Mµf(α),f(z) : L’inégalité (1) résulte du fait que l’expression

de M dans les coordonnées ζα, ζf(α) a une dérivée > 1 en module.

d) µz = µUz , µf(z) = Mµf(α),f(z) : Si z ∈ L′
α, on a µz 6 µα,z, et on conclut comme

dans le cas c). Si z ∈ L′′
α, l’inégalité (1) résulte de la condition M > 1/mα imposée

à M . Cqfd.

5. Un module de continuité

Posons Ω′∗ = Ω′∪U = Ω′rA0, et soit Ω̃′∗ l’image réciproque de Ω′∗ dans Ũ . Soit µ̃

la métrique sur Ω̃′∗ relevant la métrique µ sur Ω′∗. Notons Ω̃′ le complété de Ω̃′∗ pour

µ̃ : il s’obtient en rajoutant un point au bout de chaque relèvement dans Ω̃′∗ d’un

interpétale en un point de A0.

L’application g : Ũ → Ũ de la Proposition 2 induit une application Ω̃′∗ → Ω̃′∗ qui

se prolonge en une application ĝ : Ω̃′ → Ω̃′, strictement contractante.
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Proposition 4. — Il existe une application croissante h : R+ → R+, vérifiant h(s) < s

pour s > 0 et s− h(s)→ +∞, telle que :

(∀x, y ∈ Ω̃′) deµ(g(x), g(y)) 6 h(d(x, y)).

Démonstration. — Le groupe Γ = AutU (Ũ) opère sur Ω̃′ par des isométries pour µ̃.

Soit γ0(0) ∈ R(Kf , 0) ∩ U (cf. III, Proposition 3) ; notons ẽ le relèvement de e dans

R̃0, γ̃0, le relèvement de γ0 d’origine ẽ, et posons ẽ1 = γ̃0(1). Notons σ l’élément

de Γ tel que σ(ẽ) = ẽ1. Il existe un élément σ1 ∈ Γ tel que g ◦ σd = σ1 ◦ g. Soit

F ⊂ Ω̃′ un compact tel que Γ · F = Ω̃′ et posons F1 =
⋃

06i6d−1 σ
iF . Pour s > 0,

notons B(F1, s) = {x ∈ Ω̃′ | deµ(x, F1) 6 s}, c’est un compact. Notons h(s) la borne

supérieure des deµ(g(x), g(y)) pour (x, y) ∈ Ω̃, deµ(x, y) 6 s. On a :

h(s) = sup
(x,y)∈F1×B(F1,s),

deµ(,x,y)6s

deµ(g(x), g(y)) < s.

Il est clair que la fonction h est croissante. Choisissons s0 > 0. On a h(ks0) 6

kh(s0), il en résulte que s− h(s)→ +∞ quand s→ +∞. Cqfd.

Notons E l’espace des lacets γ : T → Ω̃′ r (C+ ∪ A0) tels que γ(0) ∈ R(Kf , 0),

homotopes à γ0. On définit G : E → E en associant à chaque γ l’unique lacet γ ′ ∈ E
tel que γ′(t) ∈ f−1(γ(dt)), γ′(0) ∈ R(Kf , 0). En particulier, γn+1 = G(γn). En

associant à chaque lacet γ ∈ E le chemin γ̃ : [0, 1] → Ω̃′ relevant γ, on identifie E à

une partie de Ẽ de C(I ; Ω̃′), où I = [0, 1]. À l’application G correspond une application

G̃ : Ẽ → Ẽ, définie par G̃(γ̃) = γ̃′, avec :

γ̃−1(t) = g(σiγ̃(s)) si t =
i+ s

d
, s ∈ [0, 1].

On munit Ẽ de la distance d(γ, η) = supt∈I deµ(γ(t), η(t)).

Corollaire. — L’application G admet comme module de continuité la même fonc-

tion h.

6. La convergence

Proposition 5. — La suite (γ̃n) est une suite de Cauchy dans C(I ; Ω̃′).

Démonstration. — Posons ` = d(γ̃0, γ̃1), et soit L > ` tel que L−h(L) > `. Montrons,

par récurrence que, pour tout n, on a d(γ̃0, γ̃1) 6 L. C’est évident pour n = 0 ou 1.

Si d(γ̃0, γ̃1) 6 L, on a d(γ̃1, γ̃n+1) 6 h(L), d’où d(γ̃0, γ̃n+1) 6 `+ h(L) 6 L.

Pour p ∈ N et q = p + n, on a : d(γ̃p, γ̃q) = d(Gp(γ̃0), G
p(γ̃n)) 6 hp(L). La suite

(hp(L))p∈N est une suite strictement décroissante. Elle a une limite qui est un point

fixe de h, donc = 0. Par suite, (γ̃n) est une suite de Cauchy. Cqfd.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007
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Démonstration du théorème. — La suite (γn) est une suite de Cauchy dans C(T; Ω′),

muni de la distance de la convergence uniforme, pour la distance dµ sur Ω′. Elle

converge donc uniformément pour dµ, et aussi pour la distance euclidienne d0, qui

définit la même topologie, puisque Ω′ est compact. Le théorème résulte alors de la

proposition 3 de III. Cqfd.
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EXPOSÉ XI

UN TOUR DE VALSE

[C’est quand même mieux qu’un coup de fouet]

Adrien Douady & Pierrette Sentenac

1. Introduction

Soit c0 ∈ M tel que le polynôme fc0 : z 7→ z2 + c0 admette un cycle indifférent

rationnel {α1, . . . , αk}, de valeur propre ρ = e2iπp/q , (p, q) = 1. D’après l’exposé pré-

cédent X (Connexité locale de certains autres ensembles de Julia), Kc0 est localement

connexe, et, d’après IX (points fixes multiples et points périodiques indifférents ra-

tionnels), chacun des αi a une fleur à q pétales, et dans chaque interpétale arrive un

nombre fini non nul de rayons externes de Kc, qui sont fixes par fkq , donc ont des

arguments de la forme p/(2kq − 1) (on verra plus tard que ce nombre est 2 si q = 1

et 1 sinon).

Le point c0, valeur critique, est attiré pour fkq par un des points du cycle

{α1, . . . , αk}. On peut supposer que c’est α1. La composante connexe U1 de
◦

Kc0 qui

contient c0 contient aussi un pétale P1 de α1. Nous avons en vue le résultat suivant,

qui sera démontré dans l’exposé suivant.

Théorème A. — Soit θ l’argument d’un rayon externe de Kc0 qui aboutit en α1 par

un interpétale adjacent à P1. Alors, le rayon externe R(M, θ) aboutit en c0.

c0
c0

R(Kc0 , 17 ) R(M, 1
7 )

R(M, 2
7 )

R(Kc0 , 27 )

α1



82 EXPOSÉ XI. UN TOUR DE VALSE

Remarque. — Ce théorème fait pendant au Théorème 2 de VIII (Arguments externes

dans M des points de Misurewicz). Cependant ce dernier est obtenu en passant à la

limite à partir du Corollaire 2(b) du théorème 1 de VIII. Au contraire, le théorème A

ci-dessus repose sur une discontinuité du comportement de R(Kc, θ) en c = c0.

Nous démontrons dans cet exposé le théorème 1, dont un cas particulier (corol-

laire 1) est une conséquence du théorème A. Dans le prochain exposé du remonterons

du corollaire 1 du théorème 1 au théorème A.

Théorème A

��
Théorème 1 +3 Corollaire 1

Prochain exposé

Ya

État actuel

cet exposé

KS

Supposons q 6= 1. Alors, α1 est un point périodique simple de fc0 . Pour tout c voisin

de c0, on peut trouver un α(c) tel que fk
c (α(c)) = α(c) avec c 7→ α(c) analytique et

α(c0) = α1.

Soit ∆ un disque centré en α(c0), fixé assez petit (nous préciserons au §6 ou 7).

Soient n0 assez grand et r∗ > 1 assez voisin de 1 pour que x(c0) = fn0kq
c0

(c0) et y(c0) =

ϕ−1
c0

(r∗e2iπθ) appartiennent à ∆ (où ϕc0 : C r Kc0

∼−→ C r D est la représentation

conforme).

Pour c voisin de c0, posons x(c) = fn0kq
c (c) et y(c) = ϕ−1

c (r∗e2iπθ).

L’énoncé intermédiaire est le suivant :

Corollaire 1 du théorème 1. — Pour tout voisinage W de c0 dans C, il existe un

N0 > 0 tel que, pour tout N > N0, il existe un c ∈W tel que fNkq(x(c)) = y(c).

Démonstration de l’implication Théorème A =⇒ Corollaire 1 du Théorème 1

Soit rN tel que r2
(n0+N)kq

N = r∗ et c = ϕ−1
M (re2iπθ). On a ϕc(c) = ϕM (c) =

rNe
2iπθ, et comme 2kqθ = θ, ϕ(x(c)) = r2

n0kq

N e2iπθ, ϕc(f
Nkq(x(c))) = r∗e2iπθ, d’où

fNkq(x(c)) = y(c). Quand n→∞, rN → 1, donc c→ c0 si on admet le théorème A,

et (∀W ) (∃N0) (∀N > N0) c ∈ W . Cqfd.

2. Résultats

Voici maintenant l’énoncé du théorème dont la démonstration occupe cet exposé :

Soient Λ et V des voisinages de 0 dans C, et (λ, z) 7→ gλ(z) une application C-

analytique de Λ × V dans C. On suppose que gλ(0) = 0 pour tout λ ∈ Λ, g′0(0) =

ρ0 = e2iπp/q , p/q ∈ Q, et que λ 7→ ρ(λ) = g′0(0) n’est pas constante. On suppose que

gq
0 est de la forme z 7→ z + b0z

q+1 + O(zq+2) avec b0 6= 0. Soient L+ et L− un axe
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de répulsion et un axe d’attraction de gq en 0, consécutifs (1). Notons S+ et S− les

secteurs angulaires ouverts de bissectrices L+ et L− respectivement d’ouverture 1/8q

tour.

Q +

S +

L +

�

Q−

S−

L−

∆

Théorème 1. — Dans cette situation,
( ∃∆

disque centré en 0

)(∀Q+ ⊂ ∆ ∩ S+

compact

) (∀Q− ⊂ ∆ ∩ S+

compact

)( ∀W
vois. de 0 dans Λ

)

(∃N0

∈ N

)(∀ s+ : W → Q+

continue

)(∀ s− : W → Q+

continue

)( ∀N
> N0

)
(∃λ ∈ W )

gNq
λ (s−(λ)) = s+(λ).

Démonstration du Corollaire 1 à partir du Théorème 1. — Si q 6= 1, α1 est un point

fixe simple de fk
c0

. Posons c(λ) = c0 + λ. On peut trouver une fonction analytique

λ 7→ α(λ) au voisinage de 0 telle que α(0) = α1, f
k
c(λ)(α(λ)) = α(λ), en vertu du

théorème des fonctions implicites.

Si q = 1, c’est-à-dire ρ = 1, le point α1 est un point fixe double de fk
c0

, car il y a un

seul pétale. Si on pose c(λ) = c0+λ2, on peut encore trouver une application λ 7→ α(λ)

analytique au voisinage de 0, telle que α(0) = 1 et f k
c(λ)(α(λ)) = α(λ). Cela résulte

maintenant du lemme de Morse (ou du théorème de préparation de Weierstrass).

Dans les deux cas, on définit gλ par α(λ) + gλ(z) = fk
c(λ)(α(λ) + z). On pose s−(λ) =

x(c(λ))−α(λ), s+(λ) = y(c(λ))−α(λ). Si on a pris ∆ assez petit, n0 est assez grand et

r0 assez voisin de 1 pour que s−(0) ∈ S− et s+(0) ∈ S+, puisque fnkq
c0

et ϕ−1
c0

(re2iπθ)

tendent vers α1 tangentiellement à L− et L+ respectivement.

(1)
i.e. faisant un angle de ±1/2q tour
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Soient Q− et Q+ des voisinages compacts de s−(0) et s+(0) dans S− et S+, on a

encore s−(λ) ∈ Q− et s+(λ) ∈ Q+ quand λ varie dans un voisinage Λ de 0. On peut

donc appliquer le théorème 1, et on obtient le corollaire 1. Cqfd.

La démonstration ci-dessus donne au Corollaire 1 le complément suivant qui nous

servira au prochain exposé :

Complément 1 du Corollaire 1 du Théorème 1. — On peut prendre N0 indépendant

de r∗ quand r∗ varie dans un compact J ⊂ ]0,+∞[ tel que

ϕ−1
c0

(J · e2iπθ) ⊂ ∆ r {0}.

D’autre part, nous verrons que ; dans la situation du Théorème 1, si λ 7→ ρ(λ) −
e2iπp/q a en 0 un zéro d’ordre ν, il y a au moins ν valeurs distinctes de λ telles que

gNq
λ (s−(λ)) = s+(λ) dans les conditions du théorème.

Nous utiliserons ce fait au prochain exposé pour voir que, dans la situation du

Théorème A, on a nécessairement ν = 1.

3. Un changement de variables

Nous nous plaçons dans la situation du Théorème 1.

Proposition 1. — On peut trouver un difféomorphisme C-analytique (λ, z) 7→
(λ, ζλ(z)) d’un voisinage Λ′ × V ′ de (0, 0) dans Λ × V sur un ouvert de Λ′ × C, tel

que ζλ(0) = 0, et que pour tout λ ∈ Λ′, l’expression de gλ dans la coordonnée ζλ soit

de la forme : ζ 7→ ρ(λ)ζ + β(λ)ζq+1 +O(ζq+2), avec β(0) 6= 0.

Démonstration (cf. IX, III.1, Lemme 1). — Pour j ∈ {2, . . . , q}, on a un difféomor-

phisme C-analytique (λ, z) 7→ (λ, ζλ,j(z)) tel que l’expression de gλ soit ζ 7→ ρ(λ)ζ +

βj(λ)ζ
j +O(ζj+1) ; en posant

ζλ,j+1 = ζλ,j +
βj(λ)

ρ(λ) − ρ(λ)j
ζj
λ,j

(le dénominateur ne s’annule pas au voisinage de 0), on obtient une coordonnée où

l’expression de gλ est de la forme : ζ 7→ ρ(λ)ζ+βj+1(λ)ζ
j+1 +O(ζj+2). Le difféomor-

phisme (λ, z) 7→ (λ, ζλ,q+1(z)) répond à la question ; on a bien βq+1(0) 6= 0 sinon la

fleur aurait au moins 2q pétales. Cqfd.

Corollaire. — L’expression de gq
λ dans la coordonnée ζλ est de la forme :

ζ 7−→ ρ(λ)qζ + b(λ)ζq+1 +O(ζq+2)

avec b(0) 6= 0.
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En fait, b = (ρq + ρ2q + · · ·+ ρq2

) · β, b(0) = q · β(0).

Nous allons maintenant faire le changement de variable défini par l’application :

(λ, z) 7−→
(
λ,
ρ(λ)q(q+1)

qb(λ)ζq

)
,

en reprenant les conventions de IX, I.2.

Si ∆ est un disque, centré en 0, cette application définit un isomorphisme h :

Λ×∆ r {0} → Ω̃, où Ω̃ est un revêtement de degré q d’un ouvert Ω de Λ× C de la

forme Ω = {(λ, z) | |z| > R(λ)}. Nous écrirons h : (λ, z) 7→ (λ, Z).

Proposition 2. — L’expression Gλ de gq
λ dans la coordonnée Z est la forme : Z 7→

(1 + Uλ)Z − 1− η(λ, Z), où η(λ, Z) est O
(
1/|Z|1/q

)
quand |Z| → ∞, uniformément

en λ ∈ Λ.

Complément. — λ 7→ Uλ est une application analytique donnée par 1 + Uλ =

1/(ρ(λ))q2

. On a U0 = 0, et la multiplicité ν de 0 comme zéro de λ 7→ Uλ est égale à

sa multiplicité comme zéro de λ 7→ ρ(λ) − e2iπp/q.

Démonstration de la proposition. — Posons ζ1 = g̃q
λ(ζ), où g̃λ est l’expression de gλ

dans la coordonnée ζ, et soient Z et Z1 correspondant à ζ et ζ1. On a :

ζ1 = ρ(λ)qζ + b(λ)ζq+1 + · · ·
= ρ(λ)qζ(1 + b(λ)ρ(λ)−qζq + · · · );

d’où

Z1 = ρ(λ)−q2

Z(1− qb(λ)ρ(λ)−qζq + · · · )

= ρ(λ)−q2

Z
(
1− ρ(λ)q2

Z
+ · · ·

)

= ρ(λ)−q2

Z − 1 + · · · Cqfd.

4. Valse des compacts

Soient K et K ′ deux compacts de R2 = C, T un espace homéomorphe à S1 orienté

(i.e. muni d’une classe d’homotopie d’homéomorphismes S1 → T ), (ϕt)t∈T et (ϕ′
t)t∈T

deux familles continues de plongements de K et K ′ respectivement dans R2. On pose

K(t) = ϕt(K) et K ′(t) = ϕ′
t(K

′).

Définition. — On dit que K(t) et K ′(t) valsent d tours (2) quand t parcourt T si :

a) ∀ t ∈ T , K(t) ∩K ′(t) = ∅.

b) Quelles que soient les applications continues t 7→ z(t) ∈ K(t) et t 7→ z ′(t) ∈
K ′(t), l’application t 7→ arg(z′(t)− z(t)), de T dans T = R/Z, est de degré d.

(2)Le lecteur notera que les conventions habituelles d’orientation de R2 ne s’accordent pas avec les

usages de la valse. Pour une fois, on dansera la valse à gauche.
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Remarques

1) Si K et K ′ sont simplement connexes et si la condition (a) est vérifiée, il suffit

de vérifier (b) pour un couple d’applications continues t 7→ (z(t), z ′(t)). En particulier,

il existe toujours un d tel que K(t) et K ′(t) valsent d tours.

2) Supposons T = ∂Σ, où Σ est une pièce dans R2, prolongeons t 7→ z(t) et

t 7→ z′(t) en des applications continues Σ→ R2. Si d 6= 0, il existe au moins un t ∈
◦

Σ

tel que z′(t) = z(t). En effet, sinon, l’application t 7→ arg(z′(t) − z(t)) pourrait se

prolonger en une application continue Σ→ T.

En identifiant R2 à C, si les prolongements t 7→ z(t) et t 7→ z′(t) sont holomorphes

sur
◦

Σ, le nombre d est le nombre de zéros de t 7→ z′(t) − z(t) dans
◦

Σ, comptés avec

leur multiplicité.

3) Soient Ω et Ω′ deux ouverts simplement connexes de R2 et Φ : Ω → Ω′ un

homéomorphisme préservant l’orientation.

Supposons que K(t) ⊂ Ω et K ′(t) ⊂ Ω pour tout t, et que K(t) et K ′(t) valsent

d tours quand t parcourt T . Alors, Φ(K(t)) et Φ(K ′(t)) valsent d tours aussi. En

effet, on peut supposer T = ∂Σ, où Σ est un disque dans R2 ; si t 7→ z(t) ∈ K(t) et

t 7→ z′(t) ∈ K ′(t) sont continues, on peut les prolonger en des applications continues

Σ → Ω. Le nombre d est alors le nombre d’intersection dans Σ × Ω des graphes

de t 7→ z(t) et t 7→ z′(t). Il est préservé par Id×Φ : Σ× Ω→ Σ× Ω′.

Identifiant R2 à C, nous dirons que K(t) est à gauche (resp. à droite, au-dessus,

au-dessous) de K ′(t) si, pour z ∈ K(t) et z′ ∈ K ′(t), on a Re(z′ − z) > 0 (resp. < 0,

resp. Im(z′ − z) < 0, resp. > 0).

Proposition 3. — On suppose que T = ∂Σ, où Σ = [−1, 1]2, et que pour

t ∈ {−1}× [−1, 1], K(t) est à gauche de K ′(t),

t ∈ [−1, 1]× {−1}, K(t) est au-dessous de K ′(t),

t ∈ {1} × [−1, 1], K(t) est à droite de K ′(t),

t ∈ [−1, 1]× {1}, K(t) est au-dessus de K ′(t).

Alors, K(t) et K ′(t) valsent 1 tour.

Démonstration. — Les applications

t 7−→ t

|t| et t 7−→ z′(t)− z(t)
|z′(t)− z(t)|

de T dans S1 ne prennent jamais des valeurs opposées. Elles sont donc homotopes

Cqfd.

Pour démontrer le théorème 1, on pose N = N ′ +N ′′, où N = [N/2] et N ′′ = N ′

ou N ′ +1 ; puis on construit dans Λ des pièces σ1, . . . , σν , où ν est l’ordre de 0 comme

zéro de λ 7→ ρ(λ)−e2iπp/q telles que, quand λ parcourt ∂σi, gλ
N ′q(Q−) et gλN ′q(Q+)

valsent 1 tour.
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Pour vérifier cette propriété, grâce à la remarque 3), on peut passer dans le plan

des Z.

Dans l’espoir de faciliter la compréhension, nous ferons d’abord le calcul en négli-

geant le terme η de la Proposition 2, c’est-à-dire en remplaçant Gλ par HU : Z 7→
(1 + U)Z − 1.

5. Étude de la famille (HU )

On pose HU (Z) = (1 + U)Z − 1. L’application HU est la similitude de centre

A = 1/U qui transforme 0 en −1.

On se fixe a ∈ ]0, 1/2] ; on note Pa le carré [−a,+a]2, i.e.

Pa = {z | |Re z| 6 a, | Im z| 6 a}
et ΣN +{U | N log(1+U)+2πi ∈ Pa}. Le bord de ΣN est de la forme γ1∪γ2∪γ3∪γ4

(voir la figure ci-dessous).

−1+e−a/N−1

(2π−a)/N
2π/N

(2π+a)/N

γ1

γ2

ΣN γ3

γ4

−1+ea/N0

Figure 1. L’ensemble ΣN .

Pour N > 8, on a : ΣN ⊂ D8/N rD4/N et | arg(iU)| < 1
12 tour = 30◦ si U ∈ ΣN .

Proposition 4. — Soient Q+ et Q− deux compacts de C, et notons δ le diamètre

de Q+ ∪ Q− ∪ {0}. Soient N > sup(8, 12δ/a), N ′ et N ′′ tels que N ′ + N ′′ = N .
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Alors, Q−(U) = HN ′

U (Q−) et Q+(U) = H−N ′′

U (Q+) valsent 1 tour quand U parcourt

∂ΣN .

Démonstration. — Pour A ⊂ ΣN , z− ∈ Q− et z+ ∈ Q+, on a

log
∣∣∣z− −A
z+ −A

∣∣∣ =
∣∣∣
∫ z+

z−

dz

z −A
∣∣∣ 6

δ

A− δ 6
δ

N/8− δ < a.

Notons τ−A la translation Z 7→ Z − A, et Φ l’application Z 7→ logZ sur C r
e+2iπ(−N ′/N+1/4)R+. On pose ΦA = Φ ◦ τ−A. Dire que Q−(U) et Q+(U) valsent

d tours, ou que τ−A(Q−(U)) et τ−A(Q+(U)) valsent d tours est équivalent d’après

la définition, et d’après la remarque 3 du §4, il est aussi équivalent de dire que

ΦA(Q−(U)) et ΦA(Q+(U)) valsent d tours. Mais, pour U dans γ1, ΦA(Q−(U)) est à

gauche de ΦA(Q+(U)), il est au-dessous pour U ∈ γ2, à droite dans γ3 et au-dessus

dans γ4. D’après la Proposition 3, ΦA(Q−(U)) et ΦA(Q+(U)) valsent 1 tour. Cqfd.

6. Perturbation

Dans ce paragraphe, on se donne un voisinage Λ de 0 dans C, un ouvert Ω de C
de la forme C r (DR ∪ −iR+), un a ∈ ]0, 1/2] et une famille (Gλ)λ∈Λ d’applications

holomorphes Ω→ C, telle que :

Gλ(Z) = (1 + Uλ)Z − 1 + η(λ, Z) avec |η(λ, Z)| < a

100
, pour (λ, Z) ∈ Λ× Ω.

On suppose que λ 7→ Uλ est une application holomorphe de Λ dans C, avec U0 = 0,

et que Gλ est injective sur tout demi-plan ne rencontrant pas −iR+.

On note S+ et S− les secteurs angulaires d’ouverture 1
6 tour, centrés sur R+ et

R− respectivement. Soient Q+ ⊂ S+ ∩ (C r D2R) et Q− ⊂ S− ∩ (C r D2R) des

compacts. On note δ le diamètre de Q+ ∪Q− ∪ {0}. Pour λ ∈ Λ, on pose Aλ = 1/Uλ

et Hλ(Z) = (1 + Uλ)Z − 1. On définit ΣN comme au paragraphe précédent.

Proposition 5. — Soient N > sup(8, 24δ/a), N ′ = [N/2] et N ′′ = N −N ′. Soit σ ⊂ Λ

un compact tel que λ 7→ Uλ induise un homéomorphisme de σ sur ΣN . Alors :

a) Pour λ ∈ σ, Q−(λ) = GN ′

λ (Q−) et Q+(λ) = G−N ′′

λ (Q+) sont définis.

b) Quand λ parcourt ∂σ, les compacts Q−(λ) et Q+(λ) valsent 1 tour.

Pour faciliter l’exposition de la démonstration de cette Proposition, on prolonge

Gλ(Z) = Hλ(Z) pour Z ∈ CrΩ. Ceci introduit des discontinuités, mais elles ne nous

gêneront pas.

Fixons λ ∈ σ, posons A = Aλ, U = Uλ, G = Gλ, H = Hλ. Soient Z+
0 ∈ Q+ et

Z−
0 ∈ Q−, posons Z−

i = Gi(Z−
0 ) et soit Z+

i = G−i(Z+
0 ).

Lemme 1. — Pour j 6 N ′′, on a |Z+
j −A| > 1

2 |A| et |Z
−
j −A| > 1

2 |A|.
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Démonstration. — ÉcrivonsZj pour Z+
j ou Z−

j . On a |Z0−A| > |A|−δ et δ 6 Na/24 ;

on a aussi N/8 < |A| car U ∈ ΣN ⊂ D8/N . Par suite,

|Z0 −A| > (1− a

3
)|A| > e−a/2|A|.

Puisque Zj+1 −A = (Zj −A)(1 + U) + ηj avec |ηj | < a/100 et |1 + U | > e−a/N (car

U ∈ ΣN ), on a :

|Zj+1 −A| > e−a/N |Zj −A| −
a

100
.

Si |Zj −A| > 1
2 |A|, on a

a

100
< 0.16

a

N
|Zj −A|, d’où

|Zj+1 −A| > (e−a/N − 0.16
a

N
)|Zj −A| > e−(1.02)a/N |Zj −A|.

On a donc |Zj −A|/|A| > e−(1/2+1.02j/N)a tant que cette quantité est > 1/2. Mais

N ′′/N < 0.5625 pour N > 8, et pour a = 1/2, on obtient 1.71 · · · < 2. On a donc

|Zj −A|/|A| > 1
2 pour tout j < N ′′. Cqfd.

Lemme 2. — Pour j 6 N ′′, on a :

a)
∣∣∣ log

Z−
j −A

Z−
0 −A

− j log(1 + U)
∣∣∣ 6 j

a

3N

b)
∣∣∣ log

Z+
j −A

Z+
0 −A

+ j log(1 + U)
∣∣∣ 6 j

a

3N

c)
∣∣∣ log

Z−
N ′ −A

Z+
N ′′ −A

−N log(1 + U)
∣∣∣ 6

3

4
a.

Démonstration de a) et b). — Écrivons Zj pour Z+
j ou Z−

k . On a

Zj+1 −A = (1 + U)ε(Zj −A) + ηj ,

où ε = ±1 et |ηj | < a/100. D’où

log(Zj+1 −A) = log(Zj −A) + ε log(1 + U) + log
(
1 +

ηj

(1 + U)ε(Zj −A)

)
.

On a
∣∣∣ ηj

(1 + U)ε(Zj −A)

∣∣∣ 6
a/100

1
2 ·N/16

= 0.32
a

N
. Or, | log(1 + 0.32t)| 6 t/3 pour

|t| 6 1/16. Par suite, | log(Zj+1 − A) − log(Zj − A) − ε log(1 + U)| 6 a/3N , d’où a)

et b). Cqfd.

L’inégalité c) résulte de a) avec j = N ′, b) avec j = N ′′ et

∣∣∣ log
Z+

0 −A
Z−

0 −A

∣∣∣ 6
δ

A− δ <
Na/24

N/8−Na/24
<

a/24

1/8− 1/48
=

2

5
a,

en remarquant que 1
3 + 2

5 <
3
4 . Cqfd.
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Démonstration de la Proposition 5

a) Soit l0 le demi-angle sous lequel on voit DR du point A (les angles sont comptés

en tours). Posons l+ = argA− 1
2 + l0, l− = argA− 1

2 − l0,

E+ = {Z | arg(Z −A) ∈ [l+, l+ + 3
4 ]} et E− = {Z | arg(Z −A) ∈ [l− − 3

4 , l−]}.

On a E− ⊂ Ω et Gj(Q−) ⊂ E− pour tout j 6 N ′, donc GN ′

est défini et continu sur

Q−. On a E+ ⊂ G(Ω) et G−1 admet une détermination holomorphe sur E+. Il résulte

du lemme 2 que G−j(Q+) ⊂ E+ pour j 6 N ′′, donc G−N ′′

admet une détermination

continue sur un voisinage de Q+.

b) Le complexe L(λ) = log
Z−

N ′(λ)− Aλ

Z+
N ′′(λ) −Aλ

reste à une distance 6
3
4a de −N log(1+

Uλ), ou, en changeant de détermination, de −N log(1 + Uλ) + 2iπ, qui fait un tour

autour de 0 quand λ parcourt ∂σ, en restant à distance > a de 0. Par suite, L(λ) fait

1 tour autour de 0. Cqfd.

7. Démonstration du théorème 1

Plaçons-nous dans la situation du théorème 1, avec gq
λ de la forme ζ 7→ ρ(λ)qζ +

b(λ)ζq+1 +O(ζq+2), ce qu’on peut supposer vu le corollaire de la Proposition 1. On

suppose gq
λ défini pour tout λ ∈ Λ sur un disque ∆. On a argL− = argL+ ± 1/2q

(l’autre cas s’en déduit en transformant tout la situation par z 7→ z). Soit

Θ = {z ∈ ∆ r {0} | arg z ∈ (argL+ − 1/4q, argL+ + 3/4q)}.

Le changement de variables z 7→ Z induit un isomorphisme de Θ sur un ouvert Ω

comme dans le §6, et gq
λ devient une fonction Gλ : Ω→ C qui satisfait aux conditions

de ce paragraphe, si on rétrécit ∆ suffisamment, avec Uλ = 1/ρ(λ)2q.

Si λ 7→ ρ(λ)−e2iπp/q a en 0 un zéro de multiplicité ν, il en est de même de λ 7→ Uλ, et

si N est assez grand, on peut trouver ν compacts disjoints σ1, . . . , σν tels que λ 7→ Uλ

induise pour chaque i ∈ {1, . . . , ν} un homéomorphisme de σi sur ΣN .

Aux compacts Q− et Q+ de l’énoncé du théorème correspondent des compacts Q−

et Q+ dans le plan des Z. Fixons i ∈ {1, . . . , ν}. Si N assez grand, quand λ parcourt

∂σi, G
N ′

λ (Q−) et G−N ′′

λ (Q+) valsent 1 tour, d’après la proposition 5 ; donc gN ′q
λ (Q−)

et g−N ′′q
λ (Q+) valsent 1 tour d’après la remarque 3 du §4, et il existe un λ ∈ σi tel

que :

gN ′q
λ (s−(λ)) = g−N ′′q

λ (s+(λ)). Cqfd.

8. Compléments

La démonstration du §7 donne les compléments suivants :
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Complément 1 au Théorème 1. — Soit ν la multiplicité de 0 comme solution de ρ(λ) =

e2iπp/q. Dans les conditions du théorème 1, il existe au moins ν valeurs distinctes de λ

telles que : gNq
λ (s−(λ)) = s+(λ).

Complément 2. — Les valeurs λN,1, . . . , λN,ν tendent vers 0 quand N → ∞, unifor-

mément si on varie s+ et s−.

Cela résulte de l’inégalité |UλN,i | < 8/N que l’on a puisque UλN,i ∈ ΣN .

Complément 3. — On a | argUλN,i − ε 1
4 | < 1

12 si argL− = argL+ + ε/2q, ε = ±1 (les

arguments sont comptés en tours).

Cela résulte de UλN,i ∈ ΣN . En fait, on voit facilement que | argUλN,i − ε 1
4 | → 0

quand N →∞.

Nous avons donné dans l’introduction un premier complément au Corollaire 1 du

Théorème 1. En voici un autre, qui se déduit du Complément 1 au Théorème 1.

Si q 6= 1, α1 est un point périodique simple de période k, pour c voisin de c0, il y a

un point périodique α(c) de fc de période k, qui dépend analytiquement de c, on pose

ρ(c) sa valeur propre et ν l’ordre de c0 comme solution de ρ(c) = e2iπp/q . Si q = 1,

le point α1 est double comme point périodique de période k, pour c voisin de c0, il a

deux points α(c) et β(c) périodiques de période k voisins de α1, et on définit ν par

(α(c) − β(c))2 ∼ a(c− c0)ν , a 6= 0.

Complément 2 au Corollaire 1 du Théorème 1. — Dans les conditions du Corollaire 1

du Théorème 1, il y a au moins ν valeurs distinctes de c dans W telles que

fNkq
c (x(c)) = y(c).

Démonstration. — Dans le cas q 6= 1, cela résulte immédiatement du Complément 1

au Théorème 1.

Dans le cas q = 1, on fait le changement de paramètre cλ = c0 + λ2, ce qui permet

de choisir une détermination analytique pour λ 7→ α(λ). L’application λ 7→ ρ(λ) − 1

a en 0 un zéro d’ordre ν. Pour N assez grand, on trouve au moins ν valeurs de λ

telles que fNkq
λ (x(λ)) = y(λ) en considérant que argL− = argL+ + 1/2, et ν autres

valeurs en considérant que argL− = argL+ − 1/2, soit 2ν en tout. À ces 2ν valeurs

de λ correspondent ν valeurs distinctes de c. Cqfd.
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EXPOSÉ XII

ARRIVER À BON PORT

1. Introduction

Cet exposé fait suite à XI « Un tour de valse ».

Soit c0 ∈ M tel que le polynôme fc0 : z 7→ z2 + c0 admette un cycle indifférent

rationnel {α1, . . . , αk} de valeur propre ρ = e2iπp/q . On suppose que la composante

connexe U1 de
◦

Kc0 qui contient c0 est attirée par α1 et on note P1 le pétale de α1

contenu dans U1. Soit θ l’argument d’un rayon externe deKc0 qui aboutit en α1 par un

interpétale adjacent à P . On a nécessairement 2kqθ = θ (IX, II.2, Proposition 5, a)).

Pour c ∈ C, notons Gc la fonction potentiel C r Kc → R+ (prolongée à C par 0

sur Kc), et notons GM la fonction potentiel de M , définie par GM (c) = Gc(c).

Choisissons ∆, n0, r
∗ et définissons x(c) comme en XI §2. Posons I = [ 1

2kq s
∗, s∗],

où s∗ = log r∗. Pour s ∈ I∗ et c tel que Gc(0), définissons y(c, s) par argKc
(y(c, s)) = θ,

Gc(y(c, s)) = s. Soit W un disque centré en c0 tel que, pour c ∈ W , on ait x(c) ∈ ∆,

Gc(0) < 1
2kq s

∗ et (∀ s ∈ I∗) y(c, s) ∈ ∆. Définissons ν comme pour le Complément 2

du Corollaire 1 du Théorème 1 de XI, §8.

Dans l’exposé précédent, nous avons défini un N0 ∈ N et construit, pour tout

N > N0 et tout s ∈ I∗, ν valeurs distinctes de c dans W telles que :

(2) fNkq
c (x(c)) = y(c, s)

Plus précisément, la condition | argU − ε 1
4 | < 1/12 (cf. XI, Complément 3 au Théo-

rème 1) définit ν secteurs S1, . . . , Sν dans W . Dans chacun d’eux, on trouve une valeur

de c vérifiant (2).

Ayant choisi un de ces secteurs S, notons ct la valeur de c trouvée dans S vérifiant

(2) et s tels que t = tN,s = s/2(n0+N)kq . Ceci permet de définir ct pour 0 < t 6

t∗ = s∗/2(n0+N)kq . (Remarquons que si t = tN,s∗/2kq = tN+1,s∗ , la condition (2) pour

(N, s∗/2kq) entrâıne (2) pour (N + 1, s∗).) D’après le Complément 2 au Théorème 1

de XI, ct → c0 quand t→ 0.
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Pour tout polynôme f : C → C, et pour tout x et y ∈ C, nous écrirons x ∼f y si

(∃n) fn(x) = fn(y). Nous préciserons x ∼f,n y si fn(x) = fn(y).

Pour c ∈ C rM , définissons ω(c) ∈ C rKc par :
{
Gc(ω(c)) = Gc(c)

argKc
(ω(c)) = θ.

Pour c = ct, on a c ∼fc ω(c). En effet, les points f
(n0+N)kq
c (c) et f

(n0+N)kq
c (ω(c))

ont même potentiel 2(n0+N)kqGc(c) et même argument externe θ par rapport à Kc,

donc sont égaux.

Dans cet exposé, nous allons démontrer :

Théorème 1. — Pour c = ct, avec t ∈ ]0, t∗] assez voisin de 0, on a :

ω(c) = c.

Tirons tout de suite des conséquences :

Corollaire 1. — Pour c = ct, avec t > 0 assez voisin de 0, on a : c ∈ C r M ,

argM (c) = θ et GM (c) = t.

Corollaire 2. — On a : ν = 1.

Sinon, il y aurait plusieurs points de CrM ayant même potentiel et même argument

externe par rapport à M .

Corollaire 3. — Le rayon externe R(M, θ) aboutit en c0

C’est le Théorème A annoncé en XI.

Donnons le plan de la démonstration du Théorème 1. Comme dans XI pour la

démonstration du Complément 2 au Corollaire 1 du Théorème 1, on pose c(λ) =

c0 + λ si q 6= 1 et c(λ) = c0 + λ2 si q = 1, ce qui permet de définir α(λ) dépendant

analytiquement de λ quand λ parcourt un disque Λ centré en 0. On suppose que

λ ∈ Λ⇒ c(λ) ∈W . Au secteur S ⊂W correspond un secteur S̃ ⊂ Λ.

Nous allons construire pour chaque c ∈ S un point
∨
ω(c) tel que

∨
ω(c) ∼fc c. Puis

nous montrerons d’une part que ω(ct) =
∨
ω(ct) pour t > 0 assez voisin de 0, d’autre

part que
∨
ω(c) = c pour c ∈ S assez voisin de c0.

Aveux

(1) Pour les besoins de la démonstration, nous utiliserons non seulement le Théo-

rème 1 de XI, son Corollaire et leurs compléments, mais aussi les inégalités de XI

§6-7, qui ont servi dans la construction de ct.

(2) On se permettra éventuellement d’augmenter n0 et de diminuer r∗ (et donc s∗),

ce qui aura pour effet de rétrécir W , d’augmenter N0 et de diminuer t∗.
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3. LE CYLINDRE DE FATOU-ECALLE 95

2. Définition de ω(c, γ)

Soient W et n0 comme au §1. Pour c ∈ W , on pose xn(c) = f
(n0+n)kq
c (c) =

fnkq
c (x(c)), et on note C(c) l’ensemble des f i(c) pour 0 6 i < n0kq. Soit γ : I =

[0, 1] → C un chemin de x1(c) à x0(c) tel que γ(I) ∩ C(c) = ∅. Il existe alors un

chemin unique γ̃ : [0, n0 + 1] → C prolongeant γ et tel que γ̃(t + 1) ∈ f−kq
c (γ̃(t))

pour t ∈ [0, n0]. On peut en effet définir γ̃|[j,j+1] par récurrence sur j, la condition

γ(I) ∩ C(c) = ∅ assurant que γ̃([j − 1, j + 1]) ne contient pas de valeur critique de

fkq
c pour j 6 n0. On pose alors ω(c, γ) = γ̃(n0 + 1). On a ω(c, γ) ∼fc,n0kq c. En effet,

fn0kq
c (ω(c, γ)) = x(c) = fn0kq

c (c). Si γ est homotope à γ ′ parmi les chemins de x1(c)

à x0(c) évitant C(c), on a ω(c, γ ′) = ω(c, γ).

3. Le cylindre de Fatou-Ecalle

On se place dans les conditions du §7 de XI : le changement de variable z 7→ Z

définit un isomorphisme d’un secteur Θλ de ∆ sur Ω = C r (DR ∪ −iR+), et, à gλ

déduit de fkq
c(λ) par le changement de variable z 7→ ζ, correspond pour la variable Z

une application Gλ : Ω→ C de la forme Gλ = Hλ + ηλ, où Hλ(Z) = (1 +Uλ) ·Z − 1

et (∀Z ∈ Ω) |ηλ(Z)| 6 a/100. On note Aλ le points fixe de Hλ, soit Aλ = 1/Uλ.

On suppose R > 1, et on note Λ un disque tel que, pour λ ∈ Λ, on ait c(λ) ∈ W et

|Aλ| > 4R. L’application Gλ possède un point fixe A′
λ tel que |A′

λ −Aλ| 6 |Aλ|/100.

Parfois nous écrirons A pour Aλ, etc.

Lemme 1. — Pour Z ∈ Ω, on a :
∣∣∣∣ log

G(Z)−A′

(1 + U)(Z −A′)

∣∣∣∣ 6
1

10|A| .

Démonstration

a) Cas où |Z −A| > |A|/2. On a :

log
H(Z)−A′

(1 + U)(Z − A′)
= log

H(Z)−A′

(Z −A′)
− log

H(Z)−A
(Z −A)

=

∫ A′

A

dt

t−H(Z)
− dt

t− Z

=

∫ A′

A

U(Z −A)

(t−H(Z))(t− Z)
dt.

d’où ∣∣∣∣ log
H(Z)−A′

(1 + U)(Z −A′)

∣∣∣∣ 6 |A′ −A| · |U | ·
∣∣∣∣
Z −A
t− Z

∣∣∣∣
1

|t−H(Z)|

6
|A|
100
· 1

|A| · 1, 03 · 1

0, 24|A| 6
1

20|A| .
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D’autre part,

log

∣∣∣∣
G(Z)−A′

H(Z)−A′

∣∣∣∣ 6
|η(Z)|

|H(Z)−A′| − |η(Z)| 6
0, 01

0, 24|A| 6
1

20|A| ,

d’où l’inégalité dans ce cas.

b) Cas où |Z −A| 6 |A|/2. Sur le disque D = DA,|A|/2, on a |η′| 6 (2/100) · 1/|A|,
car tout point de ce disque est centre d’un disque de rayon |A|/4 contenu dans Ω, sur

lequel η est majoré par a/100 6 1/200. Pour Z ∈ D, on a :

|(G(Z)−A′)− (1 + U)(Z −A′)| =
∣∣∣∣
∫ Z

A′

η′(t) dt

∣∣∣∣ 6
1

50|A| |Z −A
′|,

d’où l’inégalité dans ce cas aussi. Cqfd.

On suppose maintenant λ tel que | argAλ − 1/4| 6 1/12, ce qui entrâıne

arg(1 + Uλ) 6 −1/2Aλ. On définit un ouvert Ω′
λ ⊂ Ω de la façon suivante : Si V

désigne le plus grand secteur angulaire ouvert de sommet A′
λ ne rencontrant pas DR,

l’ouvert Ω′
λ est l’ensemble des Z ∈ V tels que [A′

λ, Z] ∩ −iR+ = ∅.

A′λ

Ω′λ

DR

Notons Eλ le quotient de Ω′
λ par la relation d’équivalence identifiant Z à Gλ(Z) si

le segment [Z,Gλ(Z)] est contenu dans Ω′
λ.

Proposition 2 et Définition. — L’espace Eλ est une surface de Riemann isomorphe à

C/Z, qu’on appellera le cylindre de Fatou-Ecalle de Gλ.

Démonstration. — Par le changement de variable Z 7→ log(Z − A′
λ) (on choisit une

détermination sur Ω′
λ), l’ouvert Ω′

λ devient une bande Ω̃′
λ limitée par des courbes

faisant avec l’horizontale un angle borné par 1
12 tour = 30◦ (1). L’application Gλ donne


′
λΩ

∼

(1)En fait, l’une de ces deux courbes est une horizontale.
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une application G̃λ : Ω̃′
λ → C telle que G̃λ(x+ iy) = x1 + iy1 avec y1− y < −0, 45|U |

et |x1 − x| < |y1 − y| < 1/2. Comme la bande Ω̃′
λ a partout une largeur > π,

Eλ = Ω′
λ/Gλ ≈ Ω̃λ/G̃λ est isomorphe à un cylindre. Cqfd.

Remarque. — Soit Θ′
λ l’ouvert de Θλ correspondant à Ω′

λ par z 7→ Z. Le quotient

Θ′
λ/f

kq
c , où c = c(λ), s’identifie à Eλ = Ω′

λ/Gλ, nous dirons que c’est le cylindre de

Fatou-Ecalle de fkq
c dans le secteur Θλ. L’application fkq

c a donc q cylindres de Fatou-

Ecalle relatifs au point α(λ). Celui qui nous intéresse est celui du secteur contenant

l’axe de P1 et le bout de R(Kc0 , θ).

4. Définition de
∨
ω(c)

Soient λ ∈ S̃ et c = c(λ) ∈ S. Notons Eλ = Θ′
λ/f

kq
c le cylindre de Fatou-Ecalle

de fkq
c , χ : Θ′

λ → Eλ l’application canonique et ξ = χ(x0(λ)). Un chemin γ de x1(λ)

à x0(λ) dans Θ′
λ donne un lacet χ ◦ γ dans Eλ, basé en ξ. Par abus, nous dirons que

c’est un lacet injectif s’il définit une application injective T = I/0∼1 → Eλ.

Proposition 3 et Définition

a) Il existe un chemin γ de x1(λ) à x0(λ) dans Θ′
λ donnant un lacet injectif

dans Eλ.

b) Deux tels chemins (γ et γ ′) sont homotopes parmi les chemins évitant C(c), et

on a ω(c, γ) = ω(c, γ′).

On note
∨
ω(c) le point ω(c, γ) pour γ un chemin quelconque de x1(λ) à x0(λ) don-

nant un lacet injectif dans Eλ.

Démonstration. — Si on a pris n0 assez grand et ∆ assez petit, on a C(c) ∩ Θλ ⊂
{fmkq(c)}m<n0 , donc χ(z) = ξ pour tout z ∈ C(c) ∩Θ′

λ.

Passons dans la coordonnée log(Z −A′
λ) de sorte que Θ′ devient Ω̃′.

a) Le chemin affine répond à la question.

b) Les lacets η = χ(γ) et η′ = χ(γ′) sont homotopes parmi les lacets injectifs basés

en ξ, puisque Eλ est un cylindre. L’ouvert Ω̃′ se plonge dans le revêtement universel

Ẽ de E ; notons π la projection Ẽ → E. On obtient en relevant une homotopie de γ

à γ′ parmi les chemins de x1 à x0 dans Ẽ évitant π−1(ξ) r {x1, x0}, et en particulier

l’image C̃ de C ∩ Θ′ par l’identification Ω̃′ r C̃ contenant les images de γ et γ ′. On

obtient donc une homotopie de γ à γ ′ dans Ω̃′r C̃ c’est-à-dire dans Θ′rC. Ceci établit

la première assertion de b). La seconde en résulte. Cqfd.

5. Cas de ct

Pour tout t ∈ ]0, t∗], considérons le point ct défini au §1.

Proposition 4. — Pour t > 0, on a ω(ct) =
∨
ω(ct).
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Posons Cj(c) = {fm
c (c)}06m<(n0+j)kq . Si γ est un chemin de xj(c) à xj−1(c) évitant

Cj−1, il existe un chemin γ̃ : [0, n0 + j]→ C unique prolongeant γ et tel que γ̃(t+1) ∈
f−kq(γ̃(t)) pour t ∈ [0, n0 + j − 1]. On pose alors

∨
ω(c, γ) = γ(n0 + j), et on a

∨
ω(c, γ) ∼fc c.

Lemme 2. — Soit c = c(λ) ∈ S. Soit n tel que xj(c) ∈ Θ′
λ pour 0 6 j 6 n, et soit γ

un chemin de xn(c) à xn−1(c) dans Θ′
λ donnant un lacet injectif dans Eλ. On a :

a) γ(I) ∩ Cn−1(c) = ∅ ;

b) ω(c, γ) =
∨
ω(c).

Démonstration

a) On a Cn−1 ∩Θ′ = C ∩Θ′ ∪ {x0, . . . , xn−2}, et a) en résulte.

b) Pour j = 1, . . . , n, notons γ ′j le chemin de xj à xj−1 qui devient affine dans la

coordonnée log(Z − A′). Le chemin γ′j donne un chemin injectif dans E, ainsi que

fkq(γ′j−1) si j > 2. La même démonstration que pour la partie b) de la Proposition 3

montre que :

ω(c, γ) = ω(c, γ′n) = ω(c, fkq(γn−1)) = · · · = ω(c, γ′1) =
∨
ω(c). Cqfd.

Soient c = c(λ), c ∈ S et s ∈ I∗ (cf. §1). Définissons le chemin γc,R,s par

argKc
γc,R,s(f) = θ et Gc(γc,R,s(t)) = 2−tkqs. Ce chemin paramètreR(Kc, θ) de y(c, s)

à un point y1(c, s) = y(c, s/2kq) ∈ f−k(y(c, s)).

Si on a choisi r∗ assez voisin de 1 et W , donc S et Λ assez petits, l’image de γc,R,s

est contenue dans Ω′
λ pour tout s ∈ I∗ et tout λ ∈ Λ.

Lemme 3. — Si γc,R,s est un chemin dans Θ′
λ, il définit un lacet injectif dans Eλ.

Démonstration. — Sinon on pourrait trouver un couple (t, t′) ∈ I2, autre que (1, 0),

et un i > 1 tel que γc,R,s(t
′) = f ikq

c (γc,R,s(t)), d’où G(γc,R,s(t
′)) = 2Gikq(γc,R,s(t)),

ce qui est en contradiction avec la définition de γc,R,s. Cqfd.

Démonstration de la Proposition. — Pour c = ct, t = tN,s, on a ω(c) = ω(c, γc,R,s)

en vertu des définitions. On a ω(c, γc,R,s) =
∨
ω(c) en vertu des lemmes 2 et 3, d’où

ω(c) =
∨
ω(c). Cqfd.

6. Définition de
∨
ω(c0)

Notons Ω′
0 le plus grand ouvert qui soit contenu dans Ω′

λ pour tout λ ∈ S̃. L’ouvert

Ω′
0 est délimité par 4 demi-droites, et a 2 composantes connexes Ω′+

0 et Ω′−
0 :

Un secteur Θ ayant été choisi, à fkq
c0

correspond une application G0 : Ω→ C de la

forme Z 7→ Z − 1 + η, ‖η‖ 6 a/100. Les quotients E+
0 = Ω′+

0 /G0 et E−
0 = Ω′−

0 /G0

sont isomorphes à des cylindres. Ce sont les deux cylindres de Fatou-Ecalle de G0. En

changeant le choix du secteur Θ, on obtient ainsi 2q cylindres attachés au point α1.

Celui qui nous intéresse est le cylindre E−
0 correspondant au secteur Θ contenant
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DR
Ω′+

0Ω′−
0

l’axe du pétale P1 au voisinage de α1. Nous supposons que c’est un choix qu’on a fait

pour Θ. Notons Θ′
0
−

l’image réciproque de Ω′−
0 dans Θ par z 7→ Z. Si on a choisi n0

assez grand, on a xn(c0) ∈ Θ′
0 pour tout n > 0, et il existe un chemin γ de x1(c0)

à x0(c0) dans Θ′
0
− donnant un lacet injectif dans E−

0 . Ceci permet de définir
∨
ω(c0)

(on voit comme dans la Proposition 3 que le résultat ne dépend pas du choix de γ).

On a bien sûr
∨
ω(c0) ∼fc0 ,n0kq c0. Cqfd.

Proposition 5. — Le point
∨
ω(c) tend vers

∨
ω(c0) quand c→ c0 dans S.

Démonstration. — Soit γ0 un chemin de x1(c0) à x0(c0) donnant un lacet injectif

— par exemple le chemin affine dans la coordonnée Z. Pour λ voisin de 0, on a un

chemin γλ voisin de γ0 de x1(c(λ)) à x0(c(λ)) donnant un lacet injectif — par exemple

encore le chemin affine, dans la coordonnée Z, ou dans la coordonnée log(Z−A′). En

relevant n0 fois, on obtient
∨
ω(c) voisin de

∨
ω(c0). Cqfd.

7. Identification de
∨
ω(c0)

Proposition 6. — On a :
∨
ω(c0) = c0.

Démonstration. — Soit U1 la composante connexe de
◦

Kc0 contenant le pétale P1.

On a Θ′
0
− ⊂ P1, ou du moins fnkq

c0
(Θ′

0
−

) ⊂ P1, pour n assez grand, donc Θ′
0
− ⊂ U1.

D’autre part, pour tout z ∈ U1, la suite fnkq
c0

(z)→ α1 tangentiellement à l’axe de P1

(IX, Propositions 3 et 2) ; donc (∃n) fnkq
c0

(z) ∈ Θ′
0. Par suite, E−

c0
= Θ′

0/f
nkq
c0

est aussi

U1/f
nkq
c0

. Ceci donne une définition de E−
c0

indépendante de tout choix, ne dépendant

en fait que de la dynamique sur U1.

L’application fkq : U1 → U1 est holomorphe propre de degré 2. Elle a un point cri-

tique u, l’unique point de f
−(kq−1)
c0 (0)∩U1, et pour valeur critique c0. Soit ϕ : U1 → D
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l’isomorphisme tel que ϕ(u) = 0 et ϕ(c0) ∈ ]0, 1[ ; on a :

ϕ ◦ fkq ◦ ϕ−1 = h : z 7−→ 3z2 + 1

z2 + 3
(IX, Corollaire 1 de la Prop. 4).

Notons E−
h le cylindre de Fatou-Ecalle de h au point 1, relatif à un secteur centré

sur l’axe dirigé vers R−. On a de même E−
h = D/h, et φ donne par passage au

quotient un isomorphisme Φ : E−
c0
→ Eh. Posons xn(h) = hn0+n(1/3) = ϕ(xn(c0)).

On peut définir
∨
ω(h) de la façon suivante : On prend un chemin γ de x1(h) à x0(h)

qui donne un lacet injectif dans E−(h), on le prolonge à [0, n0 + 1] en un lacet γ̃ tel

que γ̃(t+1) ∈ h−1(γ(t)) pour t ∈ [0, n0], et on pose ω(h) = γ̃(n0 +1). On a clairement
∨
ω(h) ∼h,n0 1/3 et ϕ(

∨
ω(c0)) =

∨
ω(h). La proposition 6 résulte alors du lemme suivant :

Lemme. — On a :
∨
ω(h) = 1/3.

Démonstration. — On a hn(1/3) ∈ ]0, 1[ pour tout n > 0 ; on peut prendre pour γ le

chemin affine de x1(h) à x0(h). Alors, γ est un chemin injectif d’image contenue dans

]0, 1[ et γ̃(n0 + 1) = 1/3. Cqfd.

Ceci achève la démonstration de la Proposition 6. Cqfd.

8. Démonstration du Théorème 1

La proposition 6 admet le corollaire suivant :

Corollaire. — Pour c ∈ S assez voisin de c0, on a
∨
ω(c) = c.

Démonstration. — Il y a 2n0kq points distincts vi(c0), i = 1, . . . , 2n0kq tels que

vi(c0) ∼fc0 ,n0kq c0. En effet, fn0kq
c0

(c0) n’est pas une valeur critique de fn0kq
c0

, car

ces valeurs critiques sont les fm
c0

(c0) pour 0 6 m 6 n0kq − 1, et que c0 n’est pas

prépériodique. On peut supposer v1(c0) = c0. Soient Vi, i = 1, . . . , 2n0kq des voisinages

2 à 2 disjoints des vi(c0). Pour c assez voisin de c0, il y a dans chaque Vi un vi(c)

unique tel que vi(c) ∼fc,n0kq c, et v1(c) = c. Pour c assez voisin de c0, on a
∨
ω(c) ∈ V1

(Proposition 5) ; donc
∨
ω(c) = v1(c) = c. Cqfd.

Le Théorème 1 résulte de ce corollaire et de la Proposition 4.
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EXPOSÉ XIII

ABOUTISSEMENT DES RAYONS EXTERNES DE M

D’ARGUMENT RATIONNEL

1. Résultats

Théorème 1. — Soit θ ∈ Q/Z. Alors, le rayon externe R(M, θ) aboutit en un point

c ∈M qui est soit une racine de composante hyperbolique, soit un point de Misurewicz.

Commentaire. — Les racines des composantes hyperboliques de
◦

M sont les c tels que

fc : z 7→ z2 + c admette un cycle indifférent rationnel. Les points de Misurewicz sont

les c tels que 0 soit strictement prépériodique pour fc ;

Compléments

1) Si θ est à dénominateur impair, c est une racine d’une composante hyperbolique.

Le point c appartient à une composante U1 de
◦

Kc qui est attirée par un point α1. Il y

a 2 rayons externes de Kc aboutissant en α1 dans un interpétale adjacent à U1 (sauf

si θ = 0, d’où c = 1/4, 1 seul rayon), et θ est l’argument de l’un d’eux.

2) Si θ est à dénominateur pair, c est un point de Misurewicz, et θ est l’un des

arguments externes de c dans Kc.

Dans cet exposé, nous démontrerons le théorème 1. (Le complément 1 sera démontré

à l’exposé suivant). Nous montrerons que, si c est un point de Misurewicz, alors θ est un

argument externe c dans Kc, ce qui est une partie du complément 2. Le complément 2

sera démontré dans l’exposé « Une propriété de continuité ». Le théorème 1 avec ses

compléments est une réciproque au théorème A de XI et au théorème 2 de VIII.

2. Points d’accumulation de R(M, θ)

Lemme 1. — Soit θ ∈ Q/Z et soit c0 un point d’accumulation de R(M, θ). Alors, ou

bien fc0 a un cycle indifférent rationnel, ou bien c0 est un point de Misurewicz.
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Démonstration. — Mettons θ sous la forme p/2`(2k − 1), avec ` et k minimaux, et

posons θ′ = 2`θ. D’après VIII, II, proposition 2, le rayon R(Kc0 , θ) aboutit en un

point α0 prépériodique, R(Kc0 , θ
′) aboutit en α′

0 = f `
c0

(α0), qui est périodique de

période k′ divisant k, répulsif ou indifférent rationnel. Si α′
0 est périodique indifférent

rationnel, on a gagné. Dans la suite, nous le supposerons répulsif. On peut donc

appliquer la proposition 3 de VIII, II. En vertu de cette proposition, on peut trouver

un voisinage W de c0 dans M , une application analytique c → α′(c) de W dans C
telle que fc(α

′(c)) = α′(c) et α′(c0) = α′
0, et une application continue (c, s)→ ψc,θ′(s)

de W × R+ dans C telle que ψc,θ′(0) = α′(c) et ψc,θ′(s) = ϕ−1
c (es+2iπθ′

).

Soit cn une suite de points de R(M, θ) tendant vers c0, et posons sn = GM (cn)

(potentiel). On a sn → 0, et ψcn,ϑ′(2`sn) = f `
cn

(cn), d’où f `
c0

(c0) = ψc0,θ′(0) = α′
0.

Comme α′
0 est périodique et appartient à ∂Kc0 , le point c0 est un point de Misurewicz.

Cqfd.

Complément 1. — Si c0 est un point de Misurewicz, θ est un argument externe de c0
dans Kc0 .

Démonstration. — Gardons les notations de la démonstration précédente. Montrons

d’abord que f i
c0

(α0) 6= 0 pour tout i > 0 (cf. VIII, II, prop. 3). Si on avait f i
c0

(α0) = 0,

on aurait ψc0,2i+1θ(0) = f i+1
c0

(α0) = c0. Or ψc0,2i+1θ(2
i+1sn) = f i+1

cn
(cn) tend vers

f i+1
c0

(c0). Mais c0 n’a pas de point critique de fc0 dans son orbite directe, donc on peut

appliquer VIII, II, proposition 3, qui donne ψc0,2i+1θ(2
i+1sn)→ c0, d’où f i+1

c0
(c0) = c0.

Comme 0 est le seul point dans f−1
c0

(c0), on en déduit que f i+1
c0

(0) = 0, ce qui est en

contradiction avec le fait que c0 est un point de Misurewicz.

On peut maintenant appliquer VIII, II, proposition 3, à α0 = ψc0,θ(0). On a

ψcn,θ(sn) = cn, d’où en passant à la limite ψc0,θ(0) = c0 et c0 = α0. Cqfd.

Complément 2. — Si c0 n’est pas un point de Misurewicz, f `
c0

(α0) est un point pério-

dique indifférent rationnel.

3. Démonstration du Théorème 1

L’ensemble des points d’accumulation de R(M, θ) est un compact connexe. D’après

le lemme 1, il est contenu dans la réunion de l’ensemble des points de Misurewicz,

qui est dénombrable, et de l’ensemble des c tels que fc admette un cycle indifférent

rationnel, qui l’est aussi.

Mais, tout compact connexe dénombrable est réduit à un point. Il y a donc un seul

point d’accumulation c, et comme tout se passe dans un compact, R(M, θ) aboutit

en c. Cqfd.

Nous avons démontré le théorème 1 et la partie anoncée de son complément 2.

DOCUMENTS MATHÉMATIQUES



EXPOSÉ XIV

COMPOSANTES HYPERBOLIQUES

1. Composantes hyperboliques

NotonsXk l’ensemble des couples (c, z) tels que fk
c (z) = z, π la projection (c, z) 7→ c

deXk sur C, et ρk ou simplement ρ la fonction (c, z) 7→ (fk
c )′(z) surXk. L’ensembleXk

est une courbe algébrique sur C et π : Xk → C est propre de degré 2k. En vertu du

théorème des fonctions implicites, en tout point de Xk où ρk 6= 1, la courbe Xk est

lisse et π est un isomorphisme local.

Notons Ak l’ensemble des (c, z) ∈ Xk tels que |ρ(c, z)| < 1. Comme ρ : Xk → C
est analytique, elle est ouverte (même si Xk a des points singuliers). Par suite Ak =

ρ−1
k (D), ∂Ak = ρ−1

k (S1) et l’ensemble des (c, z) tels que z soit un point périodique

indifférent rationnel de fc est dense dans ∂Ak. L’ensemble ∂Ak est un ensemble R-

algébrique, de dimension 1 sur R, et ses seules singularités, en dehors des points

singuliers de Xk, sont de la forme (intersection de ν branches lisses), aux points

singuliers de ρk.

Posons M ′
k = π(Ak). C’est un ouvert de C, et l’ensemble des c ∈ ∂M ′

k tels que fc

ait un cycle indifférent rationnel de période divisant k est dense dans ∂M ′
k. Or ces

points appartiennent à ∂M (on sait même qu’ils sont le point d’aboutissement d’un

rayon externe de M). Par suite ∂M ′
k ⊂ ∂M , et tout composante connexe de M ′

k est

une composante connexe de
◦

M .

L’ensemble M ′ =
⋃

k M
′
k est l’ensemble des c tels que fc ait un cycle attractif.

Chaque composante connexe de M ′ est une composante connexe de
◦

M . Les compo-

santes connexes de
◦

M ainsi obtenues sont les composantes hyperboliques. La question
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de savoir s’il y a des composantes non-hyperboliques (composantes farfelues) est ou-

verte. Pour c ∈ M ′, il y a un seul cycle attractif, et la période de ce cycle reste

constante sur chaque composante connexe de M ′.

Si W est une composante connexe de M ′, W est simplement connexe, puisque c’est

une composante connexe de
◦

M , ∂W est une réunion d’arcs de courbes algébriques,

donc est localement connexe, donc W est homéomorphe à D. Soit k la période de W ,

et soit W ′ une composante connexe de Ak au-dessus de W , on définit ρW : W → D
par ρW (c) = ρk(c, z) pour (c, z) ∈ W ′ (indépendant du choix de W ′). L’application

π induit un homéomorphisme de W
′
sur W , donc ρW se prolonge en une application

continue (encore notée ρW ) de W dans D avec ρW (∂W ) ⊂ S1. L’application holo-

morphe ρW : W → D est propre. Tout point c ∈ W (resp. c ∈ ∂W ) tel que ρW (c) = 0

(resp. ρW (c) = 1) est appelé un centre (resp. une racine) de W . Nous verrons que

ρW : W → D est un homéomorphisme. Il en résultera que W a 1 centre et 1 racine.

2. Déformation d’un cycle indifférent rationnel, cas q 6= 1

Soit c0 ∈M tel que fc0 admette un point périodique α(c0) de période k, de valeur

propre ρ0 = e2iπp/q avec pgcd(p, q) = 1, q 6= 1, et donc ρ0 6= 1. Posons K = kq.

La courbe algébrique Xk est au voisinage de (c0, α(c0)) le graphe d’une application

holomorphe c 7→ α(c). La fonction holomorphe c 7→ ρk(c, α(c)) a en c0 une dérivée

6= 0 : cela résulte de XII, Corollaire 2 du Théorème 1.

Proposition 1. — Au voisinage de c0, l’ouvert M ′
k est limité par un arc de courbe R-

analytique.

Démonstration. — fc0 n’admet pas d’autre cycle indifférent que celui de α(c0). On a

en effet construit en X un fermé B attiré par ce cycle et r sur C r B, une métrique

pour laquelle fc0 est strictement expansif. Par suite, Xk induit un revêtement trivial

de degré 2k d’un voisinage W de c0. Parmi les 2k feuillets, k contiennent un point

du cycle de α(c0), et F : (c, z) 7→ (c, fc(z)) échange ces feuillets ; sur les autres on a

|ρ| > 1 si on a choisi W assez petit. On a donc M ′
k ∩W = π(Ak ∩W ′) où W ′ est le

feuillet contenant α(c0). Cqfd.

Proposition 2. — Au voisinage de (c0, α(c0)), on a XK = Xk ∪X ′
K , où

a) Xk ∩X ′
K = {c0},

b) X ′
K est lisse en (c0, α(c0)) à tangente verticale,

c) πK : X ′
K → C a pour degré local q en ce point.

d) ρK : X ′
K → C a aussi pour degré local q en (c0, α(c0)).

e) Au voisinage de c0, M
′
K = M ′

k ∪M ′′
K , où M ′′

K est l’ensemble des c tels que fc a

un cycle attractif de période exactement K. Ces deux ouverts sont limités chacun par

un arc de courbe R-analytique.

f) Ces deux arcs se rencontrent en c0 seul.
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Démonstration. — Soit ζ une coordonnée satisfaisant aux conditions de XI, Prop. 1 :

l’expression gc de fk
c dans cette coordonnée est de la forme

gc : ζ 7−→ ρ(c, α(c))ζ + β(c)ζq+1 + · · · ,

et fkq
c devient gq

c : ζ 7→ (1 + u(c))ζ − b(c)ζq+1 + · · · avec u(c0) = 0 et b(c0) 6= 0.

L’équation de XK est

gq
c(ζ)− ζ = ζ

(
u(c)− b(c)ζq + · · ·

)
= 0.

Cet ensemble est réunion de Xk d’équation ζ = 0 et de X ′
K d’équation u(c) =

b(c)ζq + · · · Comme c 7→ u(c) a un zéro simple en c0 (XII Cor. 2 du Th. 1), X ′
K

est lisse.

Comme b(c0) 6= 0, on a la partie c). Pour (c, z) ∈ X ′
K , on a ρk(c, z) = (gq

c )′(ζ) =

1 +u(c)− (q+ 1)b(c)ζq + · · · , d’où la partie d). La fonction ρK prend la même valeur

aux q points de X ′
K au-dessus d’un point c voisin de c0. Par suite, ρK : X ′

K → C
se factorise en ρ′′ ◦ π où ρ′′ est holomorphe sur un voisinage W de c0. Pour c ∈ W ,

on a c ∈ M ′
K ⇐⇒ |ρk(c, α(c))| < 1 ou |ρ′′(c)| < 1, 2K − (q + 1)k autres feuillets

donnant de toute façon des points périodiques répulsifs, du moins si on a pris W assez

petit. Puisque π et ρ ont même degré local, ρ′′ a une dérivée non nulle en c0. Ceci

donne e). La partie f) vient du Cor. 3 du Th. 1 de XII, qui donne 2 rayons externes

de M aboutissant en c0, l’un dans le secteur des Imu > 0, l’autre dans celui des

Imu < 0. Cqfd.

Remarque

1) On verra dans l’exposé XV qu’on a la situation suivante :

2) On peut également déduire e) de IX III Prop. 6.

3. Cas q = 1

Soit c0 ∈ M tel que fc0 admette un point périodique α0 de période k, de valeur

propre ρ0 = 1. Alors α0 est un point fixe double de fk
c0

IX, III, Prop. 6.

Proposition 3

a) Xk est lisse en (c0, α0), à tangente verticale.

b) π : Xk → C est de degré 2 en ce point.

c) ρk : Xk → C a une dérivée 6= 0 en ce point.

d) Au voisinage de c0, l’ouvert M ′
k est limité par un arc R-analytique ayant en c0

un point de rebroussement.

Démonstration. — La partie a) résulte du Cor. 2 du Th. 1 de XII. La partie b) du

fait que la multiplicité de α0 comme point fixe de fk
c0

est 2. La partie c) vient avec a).

Dans Xk, l’ouvert Ak est limité au voisinage de (c0, α0) par une courbe R-analytique

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007
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R(M, θ)

R(M, θ′)

M ′′
K

M ′
k

c0

Figure 1. Les ensembles M ′

k et M ′′

K .

lisse. Comme c0 ∈ ∂M ′
k puisque c’est l’aboutissement d’un rayon externe de M , et

comme π : Ak →M ′
k est injective au voisinage de (c0, α0), on en déduit d). Cqfd.

4. Arbre de Hubbard en une racine

Soit c0 ∈M tel que fc0 admette un point périodique α(c0) de période k, de valeur

propre ρ0 = e2iπp/q avec pgcd(p, q) = 1 ; on notera K = kq.

On va définir comme on l’avait fait dans l’exposé IV (première partie de ce cours)

un arbre associé à c0.

Choisissons tout d’abord un système de centres pour les composantes de
◦

Kc0 ;

si U0, . . . , UK−1 est le cycle périodique de composantes de
◦

Kc0 , indexées par

{0, 1, . . . ,K − 1}, avec 0 ∈ U0, on prendra f i
c0

(0) pour centre de Ui (0 6 i < K) ;

pour les autres composantes V , on prend un système de centres de sorte que le centre

de fc0(V ) soit l’image par fc0 du centre de V . On posera UK = U0.

Définition. — Avec ces conventions, l’arbre de Hubbard Hc0 est l’enveloppe réglemen-

taire des f i
c0

(0) (0 6 i < K).

Remarque. — Si on ignore le théorème de non-errance de Sullivan, le système de

centres choisi ci-dessus n’est a priori pas unique. Cependant la structure combinatoire

(classe d’isotopie d’un arbre dans C) est définie sans ambigüıté.
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Proposition 4. — Si K 6= 1, Hc0 contient le cycle indifférent rationnel, et est stable

par fc0 .

Démonstration. — L’image par fc0 de l’arc réglementaire Γ de f i
c0

(0) à f j
c0

(0) (avec

0 6 i < K et 0 6 j < K) est, lorsque 0 6∈ Γ, l’arc réglementaire de f i+1
c0

(0) à f j+1
c0

(0) et,

lorsque 0 ∈ Γ, la réunion de l’arc réglementaire de f i+1
c0

(0) à c0 et de l’arc réglementaire

de f j+1
c0

(0) à c0. Si Γ′ est l’arc réglementaire de 0 à fK
c0

(0) et G = H ∪ Γ′, on a donc

fc0(H) ⊂ G. On peut alors réappliquer le raisonnement de la proposition 4 de IV pour

voir que (si K 6= 1) ν(1) 6 · · · 6 ν(K−1) (ν(i) est le nombre de brins de H en f i
c0

(0),

0 6 i < K) (on n’obtient par contre pas pour l’instant ν(K − 1) 6 ν(K)) ; un arbre à

plus d’un sommet ayant au moins deux sommets pendants, ν(1) = 1, donc H ∩ ∂U1

est un singleton {α1}. G ne rencontre aucun des ∂Ui (0 6 i < K) donc fc0(H) ⊂ G

implique fc0(H ∩ ∂Ui) ⊂ H ∩ ∂Ui+1 (0 6 i < K), et donc fK
c0

(α1) = α1. α1 est donc

un point du cycle indifférent rationnel de fc0 , qui est inclus dans H . En particulier

l’arc de 0 à α0, point du cycle indifférent rationnel situé sur ∂U0, est dans H . Mais

on sait (cf. IX, II, corollaire de la proposition 4) que la dynamique de fK
c0

sur U0 est

analytiquement conjuguée à celle de z 7−→ 3z2 + 1

z2 + z
sur D, donc fK

c (0) est sur l’arc

de 0 à α0, d’où Γ′ ⊂ H et fc0(H) ⊂ H . Cqfd.

On pourra dès lors appliquer les résultats des exposés IV et VII à c0.

5. Racines des composantes hyperboliques ; multiplicité

Soit c0 ∈M tel que fc0 ait un cycle indifférent d’ordre k, de valeur propre e2iπp/q

avec pgcd(p, q) = 1, et posons K = kq.

Proposition 5

a) Il existe une unique composante hyperbolique W de
◦

M tel que c0 soit une racine

de W . C’est une composante de période K.

b) Si c0 6= 1/4, le point c0 a au moins 2 arguments externes dans M , de la forme

p/(2K − 1).

Démonstration. — La partie a) résulte des propositions 2 et 3.

b) cas q 6= 1 : soient U1 la composante connexe de
◦

Kc0 contenant c0, α1 le point

du cycle indifférent de fc0 attirant U1. Il y a q pétales, donc q interpétales en α1, et 2

de ces interpétales sont adjacents à U1. Dans chacun d’eux arrive au moins un rayon

externe de Kc0 d’argument de la forme p/(2K − 1) et les rayons externes de M de

même argument aboutissent en c0 (XII Cor. 2 du Th. 1).

b) cas q = 1 : il n’y a qu’un pétale en α1, donc 1 seul interpétale. Cependant il y

a au moins 2 rayons externes de Kc0 aboutissant en α1 : en effet α1 est sur Hc0 sans

en être un sommet pendant, donc il y a au moins deux accès à α1 sur Hc0 et donc,

par le corollaire 1 de l’exposé VII, deux rayons externes de Kc0 aboutissent en α1.
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Ces rayons externes ont des arguments de la forme p/(2K − 1) (IX II Prop. 5). Les

rayons externes de M de même argument aboutissent en c0. Cqfd.

Soit W une composante hyperbolique de
◦

M , de période k. Pour c ∈ W , notons

α(c) le point périodique attractif de fc attirant 0.

Proposition 6. — Les nombres suivants sont égaux :

a) le degré µ de l’application holomorphe propre ρW : W → D.

b) Le nombre de zéros dans W de c 7→ α(c), comptés avec multiplicité.

c) Le nombre de zéros dans W de c 7→ fk
c (0), comptés avec multiplicité.

d) le nombre de racines de W dans W .

Lemme. — Soit c0 ∈ W tel que fk
c0

(0) = 0. Les fonctions c 7→ fk
c (0), c 7→ α(c) et

c 7→ ρW (c) = ρk(c, α(c)) ont même ordre d’annulation en c0.

Démonstration. — Pour c ∈ W , on a ρW (c) = 2kα(c) · fc(α(c)) · · · fk−1
c (α(c)), et

dans le cycle {α(c), fc(α(c)), . . . , fk−1
c (α(c))}, seul α(c) appartient à la composante

connexe de
◦

Kc contenant 0. Les fonctions c 7→ α(c) et c 7→ ρW (c) ont donc même

ordre d’annulation. D’autre part, pour c voisin de c0, on a

|fk
c (0)− α(c)| < 1

2
|0− α(c)| = 1

2
|α(c)|,

donc c 7→ fk
c (0) et c 7→ α(c) s’annulent en c0 avec même multiplicité. Cqfd.

Démonstration de la proposition. — Les zéros des fonctions c 7→ ρW (c), c 7→ α(c) et

c 7→ fk
c (0) sont les mêmes, et d’après le lemme ils ont même multiplicité. Le nombre

de zéros de c 7→ ρW (c), compté avec multiplicités, est le degré µ de ρW . Le bord

∂W est homéomorphe à S1 et ρW : ∂W → S1 est de degré µ. Comme elle est

croissante puisque ρW est holomorphe sur W , le nombre de points dans ρ−1
W (1) est

aussi µ. Cqfd.

Nous appellerons µ la multiplicité de W . Nous prouverons dans l’exposé « simpli-

cité » que µ = 1.

6. Décompte

Nous allons démontrer le complément 1 au théorème 1 de XIII.

Soit k ∈ N∗. Notons

m1(k) le nombre de valeurs c telles que fk
c (0) = 0, compté avec multiplicité.

m2(k) le nombre de composantes hyperboliques de
◦

M de période divisant k, compté

avec multiplicité.

m3(k) le nombre de racines des composantes hyperboliques de période divisant k.

m4(k) le nombre de t ∈ T tels que 2kt = t, i.e. de la forme p/(2k − 1).
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On a m1(k) = m2(k) = m3(k) d’après la Prop. 5 et m3(k) > 2m4(k) − 1 d’après

la Prop. 4. Mais fc(0) = c, f2
c (0) = c2 + c, f3

c (0) = (c2 + c)2 + c, etc. fk
c (0) = Pk(c)

où Pk est un polynôme de degré 2k−1 (on le voit par récurrence car Pk+1(c) =

(Pk(c))2 + c), donc m1(k) = 2k−1. D’autre part m4(k) = 2k − 1. Donc on a l’égalité

m3(k) = 2m4(k)− 1. Il en résulte d’une part que chaque c0 racine d’une composante

hyperbolique (sauf 1/4) a exactement 2 arguments externes rationnels à dénomina-

teur impair dans M , d’autre part qu’on obtient ainsi tous les éléments de T = R/Z
rationnels à dénominateur impair. Ceci démontre le complément 1 du théorème 1.
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EXPOSÉ XV

ORDRE DU CONTACT

DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES DE M

Tan Lei

Soit c0 l’intersection des deux composantes hyperboliques W , W ′ de M dont l’une

est de période k, l’autre est de période kq ; alors fc0 admet un cycle indifférent rationnel

avec valeur propre e2iπp/q , de période k.

Proposition. — Le contact de W et W ′ au point c0 est d’ordre 2.

1. Résumé des résultats déjà obtenus qui sont utiles pour la démonstration

de cette proposition

Soit {α1, . . . , αk} le cycle indifférent rationnel de fc0 dont α1 est le point attirant c0.

Soit P1 le pétale de α1 qui contient c0 et R(Kc0 , θ) un rayon externe qui aboutit en α1

dans un interpétale adjacent à P1. D’après le théorème A de l’exposé XI le rayon

externe R(M, θ) aboutit en c0. Comme q 6= 1, pour tout c dans un voisinage de c0, on

c0
c0

R(Kc0 , 17 )
R(M, 1

7 )

R(M, 2
7 )

R(Kc0 , 27 )

α1

Figure 1. Les rayons externes aboutissant en α1 et en c0.

peut trouver un α(c) tel que fk
c (α(c)) = α(c) avec c 7→ α(c) analytique et α(c0) = α1.
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Posons :

c(λ) = c0 + λ;

{
ρ(λ) = (fk

c(λ))(α(c(λ)))

ρ(0) = e2iπp/q
et




τ(λ) =

1

ρ(λ)q2 − 1

τ(0) = 0;

alors, τ(λ) a en 0 un zéro simple (de multiplicité 1) XII, donc λ 7→ τ(λ) est un

homéomorphisme dans un voisinage de 0.

Pour ∆ disque centré en α(c0) fixé assez petit, on prend n0 assez grand et r∗ > 1

assez voisin de 1 tels que x(c0) = fn0kq
c0

(c0) et y(c0) = ϕ−1
c0

(r∗e2iπθ) appartiennent

à ∆. Pour c voisin de c0, posons x(c) = fn0kq
c (c) et y(c) = ϕ−1

c (r∗e2iπθ). Fixons

a ∈ ]0, 1/2] et notons Pa = {z | |Re z| 6 a, | Im z| 6 a}. Si on prend

ΣN = {U | N log(1 + U) + 2πi ∈ Pa},

on a ΣN ⊂ D8/N rD4/N quand N > 8.

2. Démonstration de la proposition

Pas 1. — Pour tout voisinage Wc0 de c0, d’après l’exposé XI, il existe un N0 > 0,

tel que pour tout N > N0, il existe un cN ∈ W tel que fNkq
cN

(α(cN )) = y(cN)

c’est-à-dire ∀W voisinage de 0, ∃N0 > 0, ∀N > N0, il existe λN ∈ W tel que

fNkq
c(λN )(x(c(λN ))) = y(c(λN )) et λN est dans la pièce σN de W où τ : σN → ΣN

induit un homéomorphisme (on peut prendre W assez petit pour que τ(λ) soit un

homéomorphisme sur W ).

Au voisinage de 0, on peut écrire : τ(λ) = aλ+ o(λ2) avec |a| 6= 0, puisque τ(λ) a

en 0 un zéro simple. Il existe donc un voisinage W de 0 tel que :

|τ(λ) − aλ| = |o(λ2)| < ε|λ|, λ ∈W, avec 0 < ε < |a|.

Pour ce W , il existe N1 > 0, tel que ∀N > N1, σN = τ−1(ΣN ) ⊂W .

∀λ ∈ σN ⊂W , on a :

(|a| − ε)|λ| = |a||λ| 6 |τ(λ)| 6 |a||λ|+ ε|λ| = (|a|+ ε)|λ|.

Comme 4/N 6 |τ(λ)| 6 8/N , on a :

4

(|a|+ ε)N
6 |λ| 6 8

(|a|+ ε)N
, ∀λ ∈ σN .

Pas 2. — Soit U un ouvert simplement connexe dans C. ∀x, y ∈ U , a ∈ U , on a

l’inégalité : |y−x| 6 |x− a|(e4dU (x,y)− 1) où dU (x, y) désigne la distance de Poincaré

sur U . Si ϕ : U → V est un isomorphisme entre deux ouverts simplement connexes,

alors : dU (x, y) = dV (ϕ(x), ϕ(y)).

Si ϕ : U → V est une fonction analytique, alors ϕ(z) est lipschitzienne de rapport

1, i.e. dV (ϕ(x), ϕ(y)) 6 dU (x, y) pour tous x, y ∈ U .

DOCUMENTS MATHÉMATIQUES
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L’ouvert C rM n’est pas simplement connexe, mais si on enlève le rayon externe

R(M, θ′), où

θ′ =

{
θ + 1/2, θ < 1/2

θ − 1/2, θ > 1/2,

C rM rR(M, θ′) = U est ouvert et simplement connexe. Comme R(M, θ′) aboutit

et ne rencontre pas R(M, θ), U contient R(M, θ). Si on prend V = C r D rR(D, θ′),
alors ϕM : U → V est un isomorphisme.

Pour N2 = max{N1, N0} et U2 = {z | Re z > 0, 2πθ − π < Im z < 2πθ + π}.
∀N > N2, en posant cN = c(λN ), on a :

dU (cN , cN+1) = dV (ϕM (cN ), ϕM (cN+1))

= dU2(logϕM (cN ), logϕM (cN+1))

= dU2(zN , zN+1).

On peut écrire r∗ = es0 avec s0 > 0. On a :

fNkq
cN

(x(cN )) = ϕ−1
cN

(es0+2iπθ);

donc :

ϕcN (f (N+n0)kq
cN

(cN )) = es0+2iπθ;

donc :

[ϕcN (cN )]2
(N+n0)kq

= es0+2iπθ,

et

ϕM (cN ) = ϕcN (cN ) = e
s0

2(N+n0)kq
+2iπθ′

avec 2(N+n0)kqθ′ = θ.

Dans Kc0 , α(c0) = α1 a q pétales et est fixé par fk
c0

, donc 2kqθ, et on a vu dans

XII que, en fait, θ′ = θ. Par suite,

ϕM (cN ) = esN+2iπθ où sN =
s0

(N + n0)kq
,

donc cn est dans le rayon externeR(M, θ) et cN → c0 quandN → +∞. On en déduit :

dU (cN , cN+1) = dU2(sN + 2iπθ, sN+1 + 2iπθ).

2�� i + �i

2�� i

2�� i – �i

z N +1 z N z N 2

U N

U 2
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Pour chaque N > N2, on prend ϕN (z) = 2iπθ + 1
2(N−N2)kq (z − 2iπθ), c’est un

isomorphisme qui envoie ZN2 à ZN et qui envoie U2 à UN avec UN de la forme :

UN = {z | Re z > 0, | Im z − 2πθ| < ε(N)},

ε(N) =
π

2(N−N2)
, ε(N) < ε(N − 1) < · · · < ε(N2)π.

L’injection UN ↪→ UN+1 est une fonction analytique et donc est lipschitzienne de

rapport 1 ; on a :

dU2(zN , zN+1) 6 dUN (zN , zN+1) = dU2(zN2 , zN2+1) = constante A.

Enfin,

dU (cN , cN+1) = dCrMrR(M,θ′)(cN , cN+1) = dU2(zN , ZN+1) 6 A.

Pour bN ∈ ∂W ∪ ∂W ′,

|cN − cN+1| 6 |cN − bN |
(
e4dU (cN ,cN+1) + 1

)
6 b1|cN − bN |

B1 est une constante.

Pas 3. — Supposons que le contact de W et W ′ au point c0 est de degré supérieur

ou égal à 4, alors pour N3 assez grand et N > N3, il existe bN ∈ ∂W ∪ ∂W ′ tel que

|cN − bN | 6 B2|cN − c0|4 ; donc, quand n > N3, on a |cN − cN+1| 6 B|cN − c0|4 où

B = B1B2.

W W
0c0

c N
b N

�

Pour k > N3, on a :

|ck − c0| 6
∞∑

N=k

|ck − ck+1| 6 B

∞∑

N=k

|cN − c0|4.

Comme cN − c0 = λN ∈ σN , d’après le pas 1, il existe deux constantes positives a1 et

a2 telles que : a1/N 6 |λN | 6 a2/N , donc :

a1

k
6 |λk | = |ck − c0| 6 B

∞∑

N=k

|λN |4 = Ba4
2

∞∑

N=k

1

N4
, ∀ k > N3.

Ceci veut dire :

0 <
a1

Ba4
2

6

∞∑

N=k

k

N4
<

∞∑

N=k

N

N4
=

∞∑

N=k

1

N3
, ∀ k > N.
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Contradiction, car
∑ 1

N3
converge. Cqfd.
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EXPOSÉ XVI

IDENTIFICATION DE CYLINDRES :

ÉTUDE À LA LIMITE

Pierre Lavaurs

1. Notations et position du problème

On se place dans le même cadre que dans « Arriver à bon port » : fc0 : z 7→ z2 + c0
a un cycle indifférent rationnel de valeur propre de e2iπp/q et de période k, α1 est un

point du cycle indifférent.

Dans « Arriver à bon port », on a construit, pour c proche de c0, q cylindres de

Fatou-Ecalle (2q pour c = c0) sous réserve que c tende vers c0 en étant astreint à

rester dans un certain secteur.

On va modifier légèrement, pour des raisons techniques, la définition des cylindres

(sans que cela change les cylindres eux-mêmes !) et la zone dans laquelle évolue c

voisin de c0.

Au lieu de définir Ω′
λ comme on l’a fait dans XII 3, on le définit en retirant à C

seulement DR, le segment de A′
λ à iR (si ImA′

λ > 0 ; le segment de A′
λ à −iR sinon) et

la demi-droite ReZ = 0, ImZ 6 −R (si ImA′
λ > 0 ; ImZ > R sinon). En prolongeant

le segment de iR (ou −iR) à A′
λ jusqu’à l’infini, on partitionne Ω′

λ en Ω′+
λ et Ω′−

λ .

Enfin, pour c = c0, on coupe par les demi-droites ReZ = 0, ImZ 6 −R et ImZ > R.

Ω′+
λΩ′−

λ

A′λ

Ω′+
0Ω′−

0

c6=c0 c=c0

Les inégalités de XII montrent que les points rajoutés à Ω′
λ (Ω′+

0 ,Ω′−
0 ) sont équi-

valents à des points des « anciens » ouverts : ce changement de zone quotientées ne

modifie donc pas les cylindres-quotients.



118 EXPOSÉ XVI. IDENTIFICATION DE CYLINDRES : ÉTUDE À LA LIMITE

Dans XII, on s’était astreint à faire tendre λ vers 0 avec | argAλ ± 1/4| 6 1/12, ce

qui revient, puisque 1/A′
λ est analytique en λ, à restreindre à des secteurs angulaires

privilégiés autour des 2 directions de demi-droites dans le plan des λ correspondant

dans le plan des c aux demi-droites tangentes aux deux composantes hyperboliques

de M tangentes en c0 (à la demi-droite pour q = 1). Ici, au lieu de faire tendre λ

vers 0 dans un secteur angulaire, on le fera tendre entre deux cercles tangents en 0 à

la demi-droite privilégiée :

(plan des λ)

(plan des c)

c00
(q = 1)

Cette restriction est suffisante pour les applications, car elle laisse c parcourir tout

l’extérieur de M en tendant c0. Elle a l’avantage suivant : puisque 1/Aλ et 1/A′
λ

sont analytiques en λ, elle impose à Aλ comme à A′
λ de rester entre deux droites

ReZ = −K, ReZ = K. De ce fait, {(λ, Z) | Z ∈ Ω′−
λ } et {(λ, Z) | Z ∈ Ω′+

λ } sont

des ouverts de V × C (V désignant la zone où évolue λ) : si un point est dans Ω′−
0

(resp. Ω′+
0 , il est dans Ω′−

λ (resp. Ω′+
λ ) pour λ assez proche de 0.

Pour fixer les notations, nous supposerons que nous avons choisi dans le plan

des λ de rester autour d’une demi-droite correspondant à ImAλ > 0 (et donc aussi

ImA′
λ > 0).

Regardons ce que ces motifs fournissent dans le plan des z :

– Pour c = c0, les 2q cylindres sont les quotients de 2q secteurs angulaires égaux

dans un disque centré en α1.

� 1

(q = 3)

c = c0

– Pour c voisin de c0, ∂DR correspond à un cercle « proche » du précédent ; α1

se « scinde » en un α(c) fixe par fk
c et un cycle β1(c), . . . , βq(c) pour fk

c , α et les βi

étant continues en c (dans la zone désormais notée Θ à laquelle on a restreint c).

α correspond à ∞ dans le plan des Z, β1 (par exemple) à A′
λ. On a q cylindres

seulement. Cependant, si on représente aussi (en pointillés sur le schéma ci-dessous)
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les courbes limitant, quand on les transforme dans le plan des Z, les Ω′+
λ des Ω′−

λ ,

on voit qu’on peut considérer aussi qu’on a, comme pour c = c0, 2q cylindres qui

s’identifient naturellement deux à deux.

(q = 3)

c 6= c0

� 1

� 2
� 3

�

Nous allons étudier le cylindre autour de β1(c), qui devient donc deux cylindres

quand c devient c0.

Les zones correspondant à Ω′
λ (Ω′+

λ ,Ω′−
λ ) dans le plan des z seront notés U(c)

(U+(c), U−(c)).

U+ = {(c, z)/z ∈ U+(c)} (resp. U−) sont des ouverts de Θ× C.

Le cylindre U(c)/fkq
c sera noté E(c) comme dans XII.

Pour c = c0, on a un E+(c0) et un E−(c0) ; la zone fournissant E−(c0)étant en-

tièrement incluse dans une composante de
◦

Kc0 , celle fournissant E+(c0) contient un

interpétale.

La « courbe de sortie » sera la courbe ∂U ∩ ∂U+.

La « courbe d’entrée » sera la courbe ∂U ∩ ∂U−.

Elles joignent toutes deux α à β1.

Le « domaine fondamental de sortie » W0 dans U+ sera limité par la courbe de

sortie et son image réciproque par fkq
c dans U+. De même, le « domaine fondamental

d’entrée » Y1 dans U− sera limité par la courbe d’entrée et son image par f kq
c .

Le schéma ci-dessous symbolise la dynamique de f kq
c dans U :

β1

courbe de sortie

action de f◦kq
c sur un point

courbe d’entrée
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W0 et Y1 sont des domaines fondamentaux des cylindres (identifiés pour c 6= c0)

de fc au voisinage de α1 (conventionnellement, nous considérerons que ni W0 ni Y1 ne

contiennent les points α et β1 et contiennent la courbe d’entrée pour Y1 et la courbe

de sortie pour W0).

(q = 1)W0Y1

Y2

α

β1

W−1

Figure 1. Les ensembles Yi et Wi.

Pour i > 0, la zone Yi+1 sera définie comme (fkq
c )i(Y1).

Pour des i < 0 pas trop petits, on va définir par récurrence un Wi. Supposons

Wi+1 défini comme une partie de U limitée par deux courbes envoyées l’une sur

l’autre par fkq
c ; Wi+1 ne contient alors pas de valeur critique de fkq

c : on peut définir

la détermination de (fkq
c )−1 sur Wi+1 qui envoie l’une des deux courbes qui le borne

sur l’autre ; l’image de cette détermination sera Wi sou réserve qu’elle soit incluse

dans U .

Les inégalités de XII prouvent que Wi est défini pour |i| 6 0, 8|A|
π

, donc sur une

partie de Z qui tend vers Z− quand c→ c0.

Y1 Y2
W0 (q = 1)W−1

Prenons un point marqué P+ dans U+(c0) et un P− dans U−(c0) : pour c proche

de c0, ils sont tous deux dans U(c) ; ils fournissent donc un point P̃−(c) et un point

P̃+(c) dans E(c) (dans E−(c0) et E+(c0) pour c = c0).
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Tous les cylindres E+ et E− peuvent avoir leurs extrémités indexées de façon

naturelle : l’une correspond au voisinage de ∞ dans le plan des Z, l’autre de A′
λ ;

sur le domaine fondamental W0 ou Y1, cela correspond d’un côté au voisinage de α,

de l’autre au voisinage de β1. Quand c devient c0, α et β1 se confondent, mais dans

le domaine fondamental correspondant à W0 ou Y1 dans le plan des Z, le bout qui

correspondait au voisinage de β1 est représenté par ImZ > 0, l’autre par ImZ < 0.

On peut donc parler, même pour c = c0, de « bout en β1 » et de « bout en α » du

cylindre.

Le point marqué et le marquage des bouts du cylindre fournissent alors une identi-

fication de E+ à C∗ en envoyant P̃+ sur 1 et le « bout en β1 » sur le « bout en zéro ».

De même, on identifiera E− à C∗.

Il peut être pratique de préférer modéliser les cylindres par C/Z plutôt que par C∗.

Dans ce modèle, P̃ est identifié à 0, le « bout en β1 » au bout en « Im z < 0 ». C/Z et

C∗ étant identifiables par z 7→ exp(−2iπz), il sera aisé de transcrire les résultats, que

nous montrerons dans le « modèle C∗ », dans le « modèle C/Z ».

Pour c 6= c0, E
+ et E−sont en fait le même cylindre qu’on a identifié par deux

isomorphismes différents ϕ+ et ϕ− à C∗ ; ϕ+ ◦ (ϕ−)−1 fournit alors un isomorphisme

de C∗ sur C∗ qui respecte la position de 0 et donc de la forme z 7→ G(c) · z, pour un

G(c) ∈ C∗.

G(c) recèle sous forme concise l’information sur la dynamique de f kq
c entre la courbe

d’entrée et la courbe de sortie : partant d’un point de Y1, en itérant un grand nombre

de fois, on arrive en W0. Il risque dès lors d’être difficile de contrôler la stabilité de

divers phénomènes au cours de tant d’itérations. Mais, si on regarde E−(c) = Y1/f
kq
c

et E+(c) = W0/f
kq
c , la connaissance de G(c) fournit le passage « direct » de l’un à

l’autre.

Puisqu’il n’y a pas d’identification naturelle entre E−(c0) et E+(c0), on doit s’at-

tendre à ce que G(c) n’ait pas de limite quand c tend vers c0. On va en donner un

développement limité. L’objet de cet exposé est de prouver le

Théorème 1. — Quand c tend vers c0, assujetti à rester dans Θ, λ étant la coordonnée

définie dans XI (i.e. c = c0 + λ si q 6= 1, c = c0 + λ2 si q = 1), on a :

G(c) = exp
(
g0 +

k

λ
+ o(1)

)
.

Complément. — ρ1(λ) désignant la valeur propre du cycle de f kq
c issu de β1(c),

k = 4π2/ρ′1(0) ; ainsi k/λ évolue dans une bande autour de l’axe imaginaire pur

positif.

Remarque. — On a ici énoncé le théorème en prenant pour modèle C∗. Si on préfère

travailler en termes de C/Z, la multiplication par G est remplacée par la translation

identifiée à un élément G de C/Z, et le développement limité devient : G(c) = G0 +
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k/λ + o(1) (mod Z), où ici k = 2iπ/ρ′1(0) est tel que k/λ évolue dans une bande

autour de l’axe réel négatif.

Exemple. — c0 = 1/4, les points fixes de fc pour c proche de c0 sont (1±
√

1− 4c)/2.

Prenons λ proche de l’axe réel positif. Pour avoir ImA′
λ > 0, on doit choisir α =

(1 + iλ)/2 et β = (1− i)λ/2 ; donc ρ′1(0) = −i et G(c) = exp
(
g0 + 4π2

λ i+ o(1)
)
, ou,

dans le modèle C/Z, G(c) = G0 − 2π/λ+ o(1).

2. Continuité de la projection sur E

Le choix d’un point de base nous a permis d’identifier tous les E− (resp. E+) à C∗.

On a alors la :

Proposition 1. — L’application π+ : U+ → C∗ (resp. π− : U− → C∗) qui à (c, z)

associe la projection de z sur E+(c) (resp. E−(c)) identifié à C∗ est continue.

Remarque. — Ce que cette proposition exprime (et c’est en ces termes que nous la

rappellerons quand nous l’utiliserons), c’est qu’un dessin-limite dans le plan fournit

un dessin-limite sur les cylindres.

Lemme. — Soit CR la couronne comprise entre les cercles |s| = 1/R et |s| = R, avec

R > e2π, et soit h univalente de CR dans C∗ de sorte que l’image de CR enserre 0,

du même côté que CR, avec h(1) = 1.

Alors, pour u ∈ CR, on a une inégalité |h(u) − u| 6 f(u,R) où, quand u varie

dans un compact K de C∗ et R tend vers l’infini (donc K ⊂ CR pour R assez grand),

f(u,R) tend vers zéro uniformément sur K.

Preuve du lemme. — Soit d’abord f : D → C univalente avec f(0) = 0 et f(a) = a

(pour un a ∈ ]0, 1[). Alors, pour |z| 6 r, on a une détermination de Log f(z)/z qui

vérifie : ∣∣∣ Log
f(z)

z

∣∣∣ 6 2|Log(1− r)(1− a)
∣∣.

En effet, pour g : D → C univalente avec g(0) = 0 et g′(0) = 1, on a pour tout

z ∈ D (cf. [G], p. 117, inégalité (19)) :

(1)

∣∣∣∣ Log
g(z)

z
+ Log(1− |z|2)

∣∣∣∣ 6 Log
1 + |z|
1− |z| ,

où Log g(z)/z est la détermination continue sur D qui vaut 0 en 0.

Prenons g(z) = f(z)/f ′(0).

– En appliquant (1) à z = a, on trouve |Log f ′(0)| 6 2|Log(1 − a)| pour une

détermination bien choisie de Log f ′(0) ;

– En appliquant (1) en z, on trouve alors une détermination de Log f(z)/z telle

que : ∣∣∣∣ Log
f(z)

z
− Log f ′(0)

∣∣∣∣ 6 2
∣∣Log(1− |z|)

∣∣ 6 2|Log(1− r)|;
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donc que
∣∣ Log f(z)/z

∣∣ 6 2|Log(1− r)(1− a)
∣∣.

On va prouver que, pour exp(
√

Log2R− π2)−1 6 |u| 6 exp
( √

Log2R− π2
)
, il y

a une détermination principale,

∣∣∣∣
Logh(u)

Logu

∣∣∣∣ 6

(
1− 2π

LogR

)−2(
1−

√
Log2 |u|+ π2

LogR

)−2

,

ce qui fournit bien une inégalité de la forme cherchée. On pourrait sans aucun doute

raffiner considérablement cette inégalité : la démonstration qui suit utilise très peu

d’informations par rapport à ce que peut nous apporter la situation. Cependant cette

inégalité nous suffira ici.

h fournit par passage aux logarithmes une application univalente g de la bande

−LogR 6 Im z 6 LogR dans C ; on peut supposer h(0) = 0 : vu l’hypothèse sur la

position relative de zéro et de h(CR), on a g(2iπ) = 2iπ. Considérons alors l’applica-

tion f : z 7−→ g(ziLogR)

LogR
univalente de D dans C.

On a f(0) = 0 et f
(
2π/LogR

)
= 2π/LogR. Les bornes entre lesquelles on

laisse varier u ont été choisies de telle sorte que la détermination principale

de Logu soit assez petite en module pour qu’on puisse majorer |Logu|/LogR

par r =
√

Log2 |u|+ π2/LogR 6 1, donc que Logu/LogR ∈ D. Ce qui précède

assure alors l’existence d’une détermination de

Log

f
( Logu

iLogR

)

Logu

iLogR

= Log
g(Logu)

Logu
= Log

(
Logh(u)

Logu

)

pour une détermination de Logh(u), qui est telle que :

Log

(
Logh(u)

Logu

)
6 2

∣∣∣∣ Log
(
1− 2π

LogR

)(
1−

√
Log2 |u|+ π2

LogR

)∣∣∣∣;

d’où

∣∣∣∣
Logh(u)

Logu

∣∣∣∣ 6

(
1− 2π

LogR

)−2(
1−

√
Log2 |u|+ π2

LogR

)−2

. Cqfd.

Preuve de la proposition. — On va montrer la continuité de π− en un point (c1, z1)

de U− (pour π+, il faudrait simplement remplacer Yi par Wi dans la démonstration

ci-dessous ; pour alléger les notations les indices − de π− et de E(c)− seront omis

dans cette preuve).

On prend i tel que z1 ∈ Yi(c1).

Si z1 n’est pas sur le bord de Yi(c1), pour (c, z) assez proche (c1, z1), z ∈ Yi(c1).

S’il est sur le bord de Yi, cela ne pose pas de problème essentiel : en augmentant

légèrement R dans la construction de XII, les cylindres ne sont pas modifiés, mais
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Yi est légèrement décalée, ce qui ramène au cas z1 ∈
◦

Y i(c1), ce qu’on supposera

dorénavant.

Pour r > 0, on va définir Y
(r)
i (c) ⊂ Yi(c) : on prend sur celle des deux courbes

limitant Yi(c) envoyée sur l’autre par fkq
c les points sis à distance r de α et β1 sur les

morceaux de courbe aboutissant en ces points, et on tronque Yi(c) par les segments

joignant ces points à leurs images :



r

r

Y
(r)
i

Y
(r)
i (c)/fkq

c est alors un cylindre E(r)(c) de module fini.

Sur chaque Yi(c), P̃
+(c) fournit un point marqué, qui est donc dans Y

(r)
i (c) pour r

assez petit (il varie continûment avec c puisqu’image par f kqi
c d’une point fixe du plan

des z). Il y a alors une manière unique d’identifier conformément E(r)(c) à un anneau

CR1R2 de la forme R1 < |z| < R2 dans C∗ en envoyant le point marqué en 1, et

respectant la position par rapport à zéro de E(r)(c) plongé dans E(c) identifié à C∗.

On notera i
(r)
c l’isomorphisme entre E(r)(c), considéré comme une partie de C∗ et

CR1R2 .

Il est évident que R2/R1, module de E(r)(c), tend vers ∞ quand r tend vers zéro ;

il l’est un peu moins que R2 tend vers ∞ et que R1 tend vers zéro.

C’est une conséquence du problème extrémal de Teichmüller (cf. [AHL], p. 35–37) :

pour r assez petit, E(r)(c) contient un anneau symétrique CR symétrique par rapport

au cercle unité de module 2M arbitrairement grand.

i
(r)
c transporte alors le cercle-unité en une courbe passant par 1 : l’anneau li-

mité par cette courbe et le cercle |z| = R2 est donc de module plus grand que M .

Le problème extrémal de Teichmüller garantit (avec les notations de [AHL] que

M 6 1
2π Logψ(R2) 6 1

2π Log[16(R2 + 1)] (cf. [AHL], p. 47) ; donc R2 peut être rendu

arbitrairement grand. De même, R1 tend vers zéro avec r.

On a donc obtenu la garantie que, pour r assez petit, CR1R2 contient la couronne

CR pour un R fixé. Par le même raisonnement appliqué à i
(r)−1
c (CR), pour R assez

grand, i
(r)−1
c (CR) contient CR′ pour un R′ fixé.

On peut envoyer Y
(r)
i (c) sur Y

(r)
i (c1) par un morphisme Φ

(r)
(c,c1)

de classe C1 qui

commute avec la dynamique de fk
c sur les courbes qui limitent Y

(r)
i (c) sur Y

(r)
i (c1),
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1

E(r)
c C ′R

i(r)
c

CR

C �


Ec CR1R2

1

* ≈

envoie le point marqué sur le point marqué et tend vers Id en norme C1 quand c tend

vers c1.

Φ
(r)
(c,c1)

induit une application Φ̃
(r)
(c,c1)

de E
(r)
c sur E

(r)
c1 qui laisse 1 fixe et est quasi-

conforme de rapport de dilatation tendant vers 1.

i
(r)
(c1)
◦ Φ̃

(r)
(c,c1)

◦ i(r)
(c)

−1
est alors une application entre deux « vraies » couronnes, qui

fixe 1, et qui est quasi-conforme de rapport de dilatation qui tend vers 1. Elle tend

donc vers l’identité uniformément sur tout compact.

Dès lors, si π(r)(c, z) désigne i
(r)
c ◦ π(c, z) pour z ∈ Y

(r)
i (c), π(r)(c, z) tend vers

π(r)(c1, z1) quand (c, z) tend (c1, z1).

Soit ε > 0 fixé. On prend un R′ assez grand pour que π(c1, z1) ∈ CR′ . On prend

alors R1 assez grand pour que, si CR1 ⊂ i
(r)
c (E(r)(c)), on ait CR′ ⊂ i(r)

c

−1
(CR1). Puis,

on prend R2 assez grand pour que, pour v ∈ CR1 , f(v,R2) < ε/3. Enfin, on prend r

assez petit pour que i
(r)
c1 (E(r)(c1)) (et donc aussi i

(r)
c (E(r)(c)) pour c assez proche

de c1) contienne CR2 .

Puisque π(c1, z1) ∈ CR′ ⊂ i(r)
c1

−1
(CR1), π

(r)(c1, z1) ∈ CR1 .

Appliquons le lemme à i
(r)
c1

−1
sur CR2 : on obtient

|π(c1, z1)− π(r)(c1, z1)| < ε/3.

Pour (c, z) assez proche de (c1, z1), on a alors : |π(r)(c1, z1) − π(r)(c, z)| < ε/3 et

π(r)(c, z) est toujours dans CR1 .

En appliquant le lemme à i
(r)
c

−1
, on a : |π(c, z)− π(r)(c, z)| < ε/3. D’où

|π(c, z)− π(c1, z1)| < ε. Cqfd.

Corollaire. — G est continue (sur Θ r {c0}).
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Démonstration. — Soit c1 le point où on veut vérifier la continuité de G. Il existe

alors un n tel que fn
c1

(P−) ∈ W−1 ⊂ U+(c1). Pour c assez proche de c1 pour que

fn
c (P−) ∈ U+(c), on a alors G(c) = π+(c, fn

c (P−)). Cqfd.

3. Le germe F

Par construction des cylindres, un voisinage de β1 dans W0 est envoyé par fkq
c sur

un voisinage de β1 dans Y1 ; ce phénomène reste vrai pour c = c0 (β1 devenant α1, et

le voisinage étant restreint à une « pointe » de la zone W0).

Par passage aux quotients, on obtient une application F (c) holomorphe bijective

d’un voisinage du « bout en zéro » de E+ = W0/f
kq
c identifié à C∗ et du « bout en

zéro » de E− = Y1/f
kq
c également identifié à C∗.

Considérée d’un voisinage de zéro dans C∗ vers un voisinage de zéro dans C∗,

F (c) est prolongeable par continuité par [F (c)](0) = 0 : ainsi prolongée, elle est alors

holomorphe, sans point critique en zéro.

On notera L(c) l’application

C∗ ≈ E+ −→ C∗ ≈ E−

z 7−→ [F (c)]′(0) · z.
C’est le morphisme de cylindres tangent à F (c).

Pour calculer un développement limité de G(c) on va étudier L(c) ◦G(c) (on iden-

tifie ici par abus de langage le nombre complexe G(c) à l’application z 7→ G(c) · z).
L’avantage est qu’on a ici un automorphisme d’un cylindre, qu’on peut étudier en

regardant son comportement en un bout, et en oubliant l’information contenue au

point marqué.

F (c) est défini pour c0 également : on peut espérer avoir L(c) → L(c0) quand

c → c0, ce qui permettra de repasser du développement limité de L(c) ◦ G(c) à un

développement limité de G(c).

4. Comportement limite de L(c)

Proposition 2. — Quand c→ c0, L(c)→ L(c0).

Démonstration. — Remarquons qu’on peut trouver un r fixe tel que, dans le plan

des z, l’intersection du disque centré en β1 et de rayon r et du « bout » de W0 proche

de β1 (i.e. celui qui correspond dans le plan des Z à ImZ > 0) soit envoyée par

fkq
c dans Y1 ; « une position limite sur le plan fournissant une position limite sur le

cylindre », il y a un voisinage fixe de 0 dans C∗ où F (c) est définie.

Prenons une courbe fermée γ d’indice 1 autour de 0 incluse dans ce voisinage. On

peut la développer dans U+(c0) en un arc (non fermé) Γc0 ; par la proposition du §2,

on peut la développer pour c proche de c0 en un arc Γc proche de Γc0 (au sens de la

convergence uniforme).
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L(c) peut alors être calculé à l’aide de la formule de Cauchy sur γ par :

1

2iπ

∫

γ

[F (c)](u)

u2
du =

1

2iπ

∫

Γc

π−
c (fkqN

c (z))

[π+
c (z)]2

(
dπ+

c

dz

)
dz

où πc désigne la fonction z 7→ π(c, z) et N est choisi assez grand pour que f kqN
c (Γc) ⊂

U−(c). Dans cette intégrale, le chemin d’intégration comme la fonction intégrée varient

continûment en c, d’où le résultat. Cqfd.

5. Étude de L(c) ◦G(c) (c 6= c0)

L(c)◦G(c) est l’application tangente à F (c)◦G(c) au voisinage de 0 dans E(c) ≈ C∗.

Elle est déterminée par la connaissance purement locale de la dynamique de f kq
c autour

de β1.

Nous allons voir qu’elle peut être calculée fort simplement.

Comme annoncé au §1, ρ1(λ) désigne la valeur propre du cycle de fkq
c issu de β1(c) ;

lorsque |ρ1(λ)| 6= 1, fkq
c est linéarisable au voisinage de β1. Nous poserons ρ1 =

ρ1(λ) = re2iπθ. Comme on est dans le cas ImA′
λ > 0, on a Im ρ1 < 0.

Considérons

g : C∗ −→ C∗

z 7−→ ρ1 · z,
et

p : C −→ C∗

u 7−→ exp(u)
revêtement universel.

g induit une application g̃ : C → C ; nous conviendrons qu’elle envoie 0 sur la déter-

mination principale Log ρ1 du logarithme de ρ1, soit g̃ : u 7→ u+ Log ρ1. τ̃ désignera

l’application u 7→ u+ 2iπ de C dans C (changement de feuillet). On a : τ̃ ◦ g̃ = g̃ ◦ τ̃ .
On peut identifier le cylindre C/g̃ à C∗ en envoyant le « bout en Reu < 0 »

sur 0 (ρ1 n’est pas réel) ; τ̃ , qui commute à g̃, induit alors un isomorphisme

K(ρ1) : C∗ → C∗.

Lemme. — Si |ρ1(c)| 6= 1, L(c) ◦G(c) = K(ρ1).

Démonstration. — Prenons un voisinage de β1 assez petit pour que fkq
c y soit linéari-

sable ; on peut corriger analytiquement fkq
c sur ce voisinage à g au voisinage de zéro.

La « fente » Γ séparant Y1 de W0 devient une courbe Γ qui admet une tangent en

zéro.

U r Γ/fkq
c s’identifie alors à C/g̃.

Examinons ce que devient F (c)◦G(c) (défini au voisinage de β1 dans ce modèle : On

part d’un point y dans le domaine fondamental pour g limité par Γ et g(Γ) ; on prend

les images successives de y par g jusqu’à se retrouver dans ce domaine fondamental

en n itérations. En termes de revêtement universel, partons de Log y (détermination

principale) et appliquons g̃ n fois : nous tombons sur Log(gn(y))−2iπ (Log désignant

encore la détermination principale) qui est donc g̃-équivalent à Log y ; l’application

déduite de F (c) ◦ G(c) en identifiant U r Γ/fkq
c à C/g̃ envoie, elle, la projection
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de Log y sur celle de Log(gn(y)), qui est justement g̃-équivalente à τ̃ (Log y) : c’est

donc la restriction de K à un voisinage de 0, donc L(c) ◦G(c) = K(ρ1). Cqfd.

Preuve du théorème (énoncé au § 1). — Il ne reste donc plus qu’à calculer K(ρ1).

C/g̃ peut être identifié à C∗ par u 7→ exp
(
−2iπu
Log ρ1

)
(compte tenu de Im(Log ρ1) < 0, le

signe − permet de bien envoyer le « bout » Reu < 0 sur le « bout » en zéro). K(ρ1)

envoie la projection de 0 sur celle de 2iπ soit 1 sur exp
(

4π2

Log ρ1

)
, d’où L(c) ◦ G(c) =

exp
(

4π2

Log ρ1(λ)

)
. ρ1(λ) est de degré 1 en zéro ; pour q = 1, ρ1(λ) = ρ(−λ) est de degré 1

d’après XII corollaire 2 du théorème 1 ; pour q > 1, cela découle de l’analyse de

l’aspect des composantes hyperboliques de M tangentes en c0 (et en fait de façon

indirecte de ce corollaire 2). On peut donc écrire Log ρ1(λ) = ρ1(0) · λ + o(λ) avec

ρ1(0) 6= 0 ; d’où L(c) ◦G(c) = exp
[

4π2

ρ′
1(0) +K ′

0 + o(1)
]
.

Comme L(c) a une limite, G(c) = exp
[

4π2

ρ′
1(0) + C0 + o(1)

]
.

Ce développement n’est a priori valable que lorsque |ρ1(λ)| 6= 1, mais comme G(c)

est continue, il l’est partout. Cqfd.
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EXPOSÉ XVII

UNE PROPRIÉTÉ DE CONTINUITÉ

Pierre Lavaurs

1. Cassure des rayons d’argument rationnel

Pour un θ ∈ R/Z nous noterons R(M, θ) le rayon externe de M d’argument θ,

et R(Kc, θ) le rayon externe de Kc (ensemble de Julia de z 7→ z2 + c) paramétré

par le potentiel. Ce dernier peut se casser : dans ce cas, il n’est pas défini sur R∗

tout entier. Nous conviendrons que les rayons sont orientés dans le sens des potentiels

décroissants : avancer sur un rayon, ce sera se déplacer de l’infini vers M ou Kc.

Enfin, il faut noter que même lorsque R(M, θ) ou R(Kc, θ) a un aboutissement, nous

considérons que ce point ne fait pas partie du rayon.

Dans tout cet exposé, on s’intéressera à des θ ∈ Q/Z.

Proposition 1. — L’ensemble des points c de C pour lesquels le rayon R(Kc, θ) se casse

est
⋃

n>1R(M, 2nθ) (et donc puisque θ ∈ Q/Z est prépériodique pour la multiplication

par deux la réunion d’un nombre fini de rayons externes de M).

Démonstration

– Si c ∈ R(M, 2nθ) pour un n > 1, l’argument externe de c pour Kc est 2nθ. De

ce fait, le rayon R(Kc, 2
n−1θ) arrive sur zéro, et se casse, donc aussi R(Kc, θ) qui en

est une image réciproque (n− 1)-ème.

– Réciproquement si c n’est sur aucun R(M, 2nθ) (n > 1), soit 2`θ, . . . , 2`+d−1θ

le cycle pour la multiplication par 2 sur lequel tombe θ. Les rayons R(Kc, 2
jθ) (` 6

j 6 ` + d − 1) sont définis au voisinage de l’infini, soit prenant alors pour chaque

j l’image réciproque par z 7→ z2 + c de R(Kc, 2
j+1θ) restreint à [t, 2t] ayant pour

extrémité terminale R(Kc, 2
jθ(t), on prolonge tous les R(Kc, 2

jθ) (` 6 j 6 `+ d− 1)

à [t/2,+∞[, sans toujours passer sur c. En réitérant l’opération, on voit alors que les

R(Kc, 2
jθ) peuvent être définis sur R∗ tout entier pour ` 6 j 6 `+d−1. Il en est alors

de même des R(Kc, 2
iθ) (0 6 i 6 ` − 1) qu’on peut ainsi construire par récurrence

sur `− i, puisqu’ils ne passent pas sur c pour i > 1. Cqfd.
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Dès lors pour c dans C r
⋃

n>1R(M, 2iθ) (qui contient M), le rayon R(Kc, θ)

existe. Par la proposition 2 de VIII, il aboutit alors en un point que nous noterons

γc(θ).

Si Kc est localement connexe, γc(θ) est la valeur en c du lacet de Carathéodory γc

défini sur R/Z ; dans le cas contraire, γc(θ) n’a de sens que sur Q/Z.

2. Énoncé et premiers cas

L’objet de cet exposé est de prouver le

Théorème
Pour θ ∈ Q/Z, γc(θ) est une fonction continue de c sur C r

⋃
n>1R(M, 2nθ).

La proposition 3 de VIII nous en fournit la preuve dans la plupart des cas : elle

affirme en effet que γc(θ) est défini dans un voisinage de c0 ∈ C, et continu comme

fonction de c dès lors que γc0(θ) est prépériodique répulsif et n’est pas sur l’orbite

inverse du point critique (si on note fc : z 7→ z2 + c, avec les notations de cette

proposition, γc(θ) = ψfc,θ(0)).

Il reste donc deux cas à régler :

– celui d’un point de Misurewicz c0 quand γc0(θ) est sur l’orbite inverse de zéro ;

– celui d’une racine de composante hyperbolique c0 quand γc0(θ) est sur l’orbite

inverse du cycle indifférent rationnel (qui contient aussi ce cycle).

Remarque. — En utilisant les conclusions de VIII et XII, on peut voir aisément que

nous connaissons en fait ici déjà la continuité de c 7→ γc(θ) sur C r
⋃

n>1R(M, 2nθ).

3. Cas des points de Misurewicz

Soit c0 un point de Misurewicz et θ ∈ Q/Z. On suppose donc qu’il existe n ∈ N tel

que fn
c0

(γc0(θ)) = γc0(2
nθ) = 0.

Dès lors, R(Kc, 2
n+1θ) aboutit en c0, et donc R(M, 2n+1θ) aussi d’après le théo-

rème 2 p. 74 de la première partie de ce cours.

D’après le complément 1 du lemme 1 de XIII, aucun des rayons R(M, 2p(θ)) pour

p 6= n+ 1 n’aboutit en c0. Comme ceux-ci sont en nombre fini, il existe un voisinage

Λ de c0 qui ne rencontre aucun d’entre eux.

On a alors l’énoncé suivant, analogue à la proposition 3 de VIII.

Proposition 2. — L’application (c, s) 7→ ψfc,θ(s) de [Λ rR(M, 2n+1θ)] × R+ dans C
est continue.

Démonstration. — D’après la Proposition 3 de VIII, (c, s) 7→ ψfc,2n+1θ(2
n+1s) est

continue sur Λ×R+ ; on va alors prouver par récurrence descendante sur i que (c, s) 7→
ψfc,2iθ(2

is) est continue sur Λ rR(M, 2n+1θ)× R+.
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Lemme. — Soient

– f : E → F un revêtement, avec F localement connexe,

– A un espace topologique,

– g : A× [0, 1]→ F (resp. A× ]0, 1]→ F ) continue.

Soit h : A× [0, 1]→ E (resp. A× ]0, 1]→ E) relevant g (i.e. f ◦ h = g) qui est

– continu en la variable t parcourant [0, 1] (resp. ]0, 1]) en tout point,

– continu aux points (a, 1), a ∈ A.

Alors h est continu sur A× [0, 1] (resp. A× ]0, 1]).

Démonstration du lemme. — Il suffit de montrer que pour tout a ∈ A, l’ensemble

Ta = {t | h est continue au point (a, t)} est ouvert et fermé dans [0, 1] (resp. ]0, 1]).

– Il est ouvert : soit (a, t) en lequel h est continue ; prenons V voisinage connexe de

g(a, t) assez petit pour que f soit trivial au-dessus de V , et f ′ l’unique détermination

continue de f−1 sur V qui vaille h(a, t) en g(a, t). Alors, par continuité de h au point

(a, t), pour (b, s) assez proche de (a, t), h(b, s) = f ′[g(b, s)] donc h est continue (a, s)

pour s assez proche de t.

– Il est fermé : soit t ∈ T , V comme ci-dessus et U voisinage de (a, t) de la forme

W × I avec I intervalle, tel que g(U) ⊂ V . Par continuité de h en la seconde variable,

pour s dans I , h(a, s) = f ′[g(a, s)] ; prenons un tel s dans T : par continuité de h au

point (a, s), pour b assez proche de a, h(b, s) = f ′[g(b, s)] donc, par continuité en la

seconde variable, et comme g({b} × I) ⊂ V , on a h(b, u) = f ′[g(b, u)] pour b assez

proche de a et u dans I , d’où la continuité de h au point (a, b). Cqfd.

Appliquons alors ce lemme : on prendra pour A l’ensemble (Λ rR(M, 2n+1θ)), on

remplacera [0, 1] (ou ]0, 1]) par [0,∞] (ou ]0,∞]) afin de travailler sur le paramétrage

par les potentiels, E et F seront tous deux C∗ auquel on rajoute un point à l’infini

dans chaque direction de demi-droites, et f est l’application z 7→ z2 prolongée de

façon évidente à l’infini.

L’application (c, s) 7→ ψfc,2iθ(2
is) se prolonge à s = ∞ en associant à (c,∞) le

point à l’infini de F dans la direction 2iθ.

Passage de i = n+ 1 à i = n. — On peut considérer

g : A× ]0,∞] −→ F, (c, s) 7−→ ψfc,2n+1θ(2
n+1s)− c

puisque A∩R(M, 2n+1θ) = ∅, cette application ne prend jamais la valeur zéro et est

donc bien à valeurs dans F .

g vérifie alors les hypothèses du lemme.

h : A× ]0,∞] −→ E, (c, s) 7−→ ψfc,2nθ (2n+1s)

est alors un relèvement de g qui vérifie les hypothèses du lemme : il est donc continu

sur A× ]0,∞].
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De surcrôıt, si on étend g à [0,∞], ce qui est possible (elle n’est alors plus à valeurs

dans F mais dans F ∪{0}), on la sait continue. Dès lors, pour tout ε > 0, pour c assez

proche de c0 et s assez petit, |ψfc,2n+1θ(2
n+1s)− c| < ε2 donc |ψfc,2nθ(2

ns)| < ε.

Si on prolonge h en prenant pour h(c, 0) l’aboutissement du rayon R(Kc, 2
nθ), la

fonction obtenue est bien continue sur A× [0,∞].

Passage de i+1 à i pour i < n. — Pour i < n, le passage de la proposition pour i+1

à la proposition pour i est alors plus facile : en effet on peut directement appliquer

le lemme sur [0,∞] à g : (c, s) 7→ ψfc,2i+1θ(2
i+1s) − c qui est bien à valeurs dans

F , car Λ a été choisi assez petit pour ne pas rencontrer de R(M, 2pθ) autre que

R(M, 2n+1θ). Cqfd.

4. Cas des points admettant un cycle indifférent rationnel

On va se placer dans le même cadre et les mêmes notations que dans XVI. θ est

un rationnel à dénominateur impair tel que R(Kc0 , θ) aboutisse sur α1 dans Kc0 .

Afin de simplifier l’exposition, la démonstration sera explicitée dans le cas où q = 1.

On montrera à la fin de celle-ci comment la modifier pour q quelconque.

On se limite à faire tendre c vers c0 dans une zone Θ limitée par deux courbes

tangentes à l’ordre 2 en c0, on supposera que Θ contient entièrement la zone com-

prise entre les composantes hyperboliques de M tangentes en c0 (pour q = 1, la

zone comprise hors de la composante hyperbolique dont le bord admet un point de

rebroussement en c0).

On va prouver les trois propositions suivantes, pour c dans Θ r
⋃

n>1R(M, 2nθ).

Proposition 3. — L’aboutissement de R(Kc, θ) est α ou β.

Proposition 4. — Pour n fixé et c assez proche de c0, R(Kc, θ) ne passe pas sur fn
c (0).

Proposition 5. — Pour θ1 ∈ Q/Z tel qu’il existe d ∈ N tel que 2dθ1 = θ, l’aboutis-

sement de R(Kc, θ1) est continu au point c0 comme fonction de c (et en particulier

défini pour c assez proche de c0).

La proposition 5 permettra de conclure le théorème annoncé en 2 : en effet pour

un θ1 tel que 2dθ1 = θ, elle affirme que γc(θ1) tend vers γc0(θ1) quand c tend vers c0
dans Θ r

⋃
n>1R(M, 2nθ).

Si maintenant on fait tendre c vers c0 dansM , l’aboutissement de R(Kc, θ1) est une

fonction continue de c, puisque c’est un point prépériodique répulsif. Comme quand c

tend vers c0 dans M ∩Θ, il tend vers γc0(θ1), il tend aussi vers γc0(θ1) quand c tend

vers c0 dans
◦

M , d’où la continuité annoncée au point c0.

La proposition 3 est un premier pas vers la proposition 5, la proposition 4 est la

clef du complément 2 au théorème 1 de XIII.
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4. CAS DES POINTS ADMETTANT UN CYCLE INDIFFÉRENT RATIONNEL 133

a) Limitation de la distorsion du rayon dans U . — Pour c = c0, le rayon

R(Kc0 , θ) aboutit en α1 avec une tangente perpendiculaire au diamètre limitant U+.

Quitte à augmenter R dans la construction de « Arriver au bon port » XII, on peut

dès lors supposer ce rayon est transverse à la courbe de sortie (qui est la courbe par

laquelle le rayon entre dans U+, avec notre convention d’orientation dans le sens des

potentiels décroissants !) ; on prendra s(c0) le plus petit paramètre où R(Kc0 , θ) coupe

la courbe de sortie en un point correspondant à un paramètre s(c) proche de s(c0),

puisque ce rayon restreint à [s(c0)/2,∞[ est une fonction continue de c.

Sur [s(c0)/2
k, s(c0)], le rayon R(Kc0 , θ) évolue alors sur un nombre fini de zones

Wi (i 6 0), qu’on notera M1.

La restriction de R(Kc, θ) à
[
s(c)/2k, s(c)

]
étant continue en fonction de c, et puis-

qu’une position limite sur le plan fournit une position limite sur le cylindre (cf. XVI,

Proposition 1), pour c assez proche de c0, cette courbe est encore sur M1+1 domaines

Wi au plus.

Cet arc de rayon définit sur le cylindre un lacet injectif ; on peut alors reconstituer

le rayon de proche en proche tant que l’on reste dans U : ainsi entre s(c) et s(c)/2k,

R(Kc, θ) parcourt un chemin surW−M1 , . . . ,W0 ; sur
[
s(c)/(2k)2, s(c)/2k

]
il parcourra

un chemin surW−M1−1, . . . ,W−1 ; si i0 est le plus grand entier tel queW−i0 soit défini,

on pourra ainsi remonter jusqu’à un chemin sur W−i0 , . . . ,W−i0+M1 .

Comme i0 > 0, 8|A|/π, pour c assez proche de c0, on a au moins un arc de R(Kc, θ)

défini sur un intervalle de la forme
[
t/2k, t

]
évoluant entre Wj1 et Wj2 pour j1 =

E(−0, 3|A|/π) et j2 = E(−0, 7|A|/π) (E désigne la partie entière).

Par les inégalités de XII, un Wj pour j2 6 j 6 j1 est entièrement recouvert par

des Yi, en nombre fini. Dès lors, l’arc R(Kc, θ) évolue entre t et t/2k sur un nombre

fini M(c) de domaines Yi. De plus, t peut être choisi de telle sorte que R(Kc, θ)(t)

soit sur un ∂Yi et qu’entre t et t/2k, R(Kc, θ) évolue dans des Yi′ , avec i′ 6 i : il

suffit de prendre t le plus petit possible pour que R(Kc, θ)(t) soit sur Yi parmi les

t > s(c)/(2k)i0−M1 . En relevant l’arc un nombre suffisant de fois, on trouve alors un

w tel que R(Kc, θ) évolue entre w et w/2k sur Y1 ∪ · · · ∪ YM(c) et ait ses extrémités

sur ∂YM(c) (w dépend de c).

A priori, M(c) dépend de c. Cependant on a le

Lemme. — On peut borner M(c) par une borne M indépendante de c.

Démonstration. — En mettant un point de base fixe sur W0 et un sur Y1, on sait

(cf. XVI) que le morphisme entre cylindres marqués identifiés à C/Z défini par l’iden-

tification de W0/f
k
c et Y1/f

k
c admet quand c tend vers c0 (dans la région du plan

à laquelle nous nous sommes limités) un développement limité de la forme G(c) =

G0 + k/λ+ o(1) (mod Z) ; G(c) évolue dans une bande autour de R−.

Développons alors Y1/f
k
c et W0/f

k
c sur C en envoyant les points marqués sur Z.

R(Kc, θ)|[s/2k ,s] et R(Kc, θ)|[w/2k,w] se développent chacun en un arc de courbe
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(compact), γs et γw où l’on convient de relever W−M1 ∪ · · · ∪W0 et Y1 ∪ · · · ∪ YM(c)

en relevant en 0 le point marqué de W0 ou Y1.

R(Kc, θ)|[s/2k ,s] admet une position limite dans le plan quand c tend vers c0, donc

aussi sur le cylindre ; dès lors γ1 admet une position limite dans C, et reste donc, pour

c assez proche de c0, dans un rectangle autour de 0.

γw s’obtient à partir de γs par une translation de −G′, où G′ est un relèvement de

G(c).

Mais le développement limité ci-dessus prouve que la partie imaginaire de G, donc

aussi de G′ est bornée quand c tend vers c0 : γw reste donc à hauteur bornée, donc

dans une bande B limitée par deux horizontales.

Quand c tend vers c0, le bord de Y1 admet une position limite sur le plan, donc aussi

la courbe qu’elle définit sur le cylindre, uniformément sur tout compact ; le relèvement

de Y1 dans C restreint à la bande B admet donc une position limite ; comme γw le

rencontre, il reste en fait à distance bornée de 0, donc dans un rectangle de C.

À la limite, un nombre borné de relèvements de domaines Yi (i > 1) rencontre ce

rectangle borné, donc M(c) est borné. Cqfd.

Quitte à multiplier w par une puissance de 2k pour certains c, on supposera que

R(Kc, θ)(w) et R(Kc, θ)(w/2
k) sont sur ∂YM , et donc qu’entre ces deux valeurs du

potentiel, R(Kc, θ) évolue dans Y1 ∪ · · · ∪YM . Cet arc de rayon s’obtient par dévelop-

pement à extrémités sur ∂YM du lacet défini sur le cylindre par la première entrée du

rayon, entre s et s/2k.

On notera ω(c) le point critique de fk
c variant continûment avec c et égal pour c0

au point critique de fk
c0

situé dans la composante de
◦

Kc0 adjacente à α1 : il existe i0
tel que f i0

c (ω) = 0, avec 0 6 i0 < k.

De plus il existe un n0 tel que fn0
c (ω) soit dans Yi pour c suffisamment proche

de c0 ; on peut enfin supposer, quitte à ne regarder que des c encore plus proches de

c0, que pour j < k(n0 +1) et j 6= kn0, f
k
c (ω) 6∈ U . On notera ω̃ le point sur le cylindre

correspondant à (fk
c )(ω).

Proposition 6. — c est sur R(M, 2i0θ) si et seulement si le lacet injectif défini sur le

cylindre par la « première entrée » de R(Kc, θ) dans U passe sur ω̃.

Démonstration

– Si le lacet défini sur le cylindre par la « première entrée » de R(Kc, θ) passe sur

ω̃, d’après ce qui précède, sur [w/2n, w], le lacet passe sur un point de U ayant pour

projection sur le cylindre ω̃ et situé dans un Yi (1 6 i 6 M) donc sur un (fk
c )n0+i(ω)

(0 6 i 6 M − 1) : le raisonnement de XII montre qu’alors R(Kc, θ) passe aussi sur

fk
c (ω) ; dès lors R(Kc, 2

i0θ) passe sur c, donc c est sur R(M, 2i0θ).
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– Réciproquement si c est sur R(M, 2i0θ), R(Kc, θ) passe sur f2k
c (ω) = fk−i0

c (c)

donc aussi sur tous les fki
c (ω)(i > 2) et le lacet défini sur le cylindre par la « première

entrée » de R(Kc, θ) passe sur ω̃. Cqfd.

Analysons alors ce qui se passe alors lorsqu’on n’est pas sur R(M, 2i0θ) : le lacet

sur le cylindre est alors, puisqu’injectif, homotope dans le cylindre privé de ω̃ à un

parallèle situé soit d’un côté soit de l’autre de ω̃ ; en revenant aux développements sur

Y1 ∪ · · · ∪ YM , on voit que cela exprime que l’arc de lacet R(Kc, θ)|[w/2k,w] peut être

amené dans Y1 . . . YM r {(fk
c )n0+i(ω) (0 6 i 6 M − 1)} sur α ou β en astreignant ses

extrémités à glisser sur ∂YM , de sorte que l’une reste l’image de l’autre par fk
c tout

au long de l’homotopie.

Vu le cadre (θ r
⋃

n>1R(M, 2iθ)) où nous nous sommes placés pour énoncer les

propositions 3 à 5, nous sommes hors deR(M, 2i0θ) donc dans le cas analysé ci-dessus.

b) Retour dans U

Proposition 7. — Il existe un N > 1 (indépendant de c) tel que, sur l’intervalle

[w/(2k)N+1, w/(2k)N ], R(Kc, θ) soit dans U+(c).

Remarque. — Cette proposition exprime que le rayon, qui après l’intervalle [w/2k, w]

va bientôt franchir la courbe d’entrée et quitter la zone U garde un comportement

contrôlable hors de U et revient sagement dans U+ au bout d’un temps borné.

Démonstration

α) Premières limitations sur l’emplacement du rayon. — Pour un n > 0 fixé et tout i

tel que 1 6 i 6 M , (fk
c )−n(Yi) a un nombre fini de composantes connexes, au plus 2kn.

Elles seront appelées « zones » par la suite.

Entre w/(2k)n et w/(2k)n+1, R(Kc, θ) évolue alors sur les 2knM (au plus) zones

ainsi définies.

Lemme 1. — Il évolue en réalité sur seulement M · 2M telles zones au plus, pour c

assez proche de c0.

(N.B : la condition de proximité dépend de n, mais ce ne sera pas gênant pour utiliser

ce lemme).

Démonstration. — Comme plus haut prenons n0 tel que (fk
c )n0(ω) ∈ Y1, et supposons

c assez proche de c0 pour qu’aucun (fk
c )i(ω′) pour 0 6 i 6 n et ω′ point critique de

fk
c hormis les (fk

c )j(ω) (n0 6 j 6 n0 +M − 1) ne soit dans Y1 ∪ · · · ∪ YM .

Entre w et w/2k, R(Kc, θ) évolue sur M zones.

Entre w/2k et w/(2k)2, il évolue a priori sur 2k ·M zones au plus : les composantes

connexes des images réciproques de Y1∪· · ·∪YM par fk
c ; mais (si n0 > 1) Y1∪· · ·∪YM

ne contient pas de valeur critique de fk
c : les 2k images réciproques de Y1 ∪ · · · ∪ YM

sont donc disjointes deux à deux et puisque l’arc de rayon correspondant aux t ∈
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[w/(2k)2, w/2k] est connexe, il ne peut évoluer que dans une seule des déterminations

de (fk
c )−1(Y1 ∪ · · · ∪ YM ), donc sur M zones au plus.

Ainsi, chaque fois qu’on prend une image réciproque, on restera sur le même nombre

de zones, sauf lorsque la région dont on prend l’image réciproque par f k
c contient

une valeur critique de fk
c . Par les limitations imposées sur la position vis-à-vis de

Y1∪ · · ·∪YM de l’orbite des points critiques, cela n’arrive que M fois exactement ; ces

fois là, la région dont on prend l’image réciproque par f k
c contient une valeur critique

exactement, qui est fk
c (ω). Ses images réciproques sont alors regroupées en 2k − 1

composantes connexes, formées en général de M zones, sauf celle de ω qui est formée

de 2M −1 zones. En tout cas, cette opération fait au plus doubler le nombre de zones

sur lesquelles évolue le rayon.

Finalement, pour les images réciproques n-èmes, on a bien la majoration annoncée

(par M · 2M ). Cqfd.

Le rayon, qui ne passe pas par ω̃ quand on le regarde sur le cylindre, peut, comme

nous l’avons remarqué, être ramené sur α ou β (en un sens précisé à la fin du a)).

Nous allons voir que la seule connaissance de la position du rayon par rapport à ω̃ sur

le cylindre permet de déterminer 2M branches (au plus) de (fk
c )−n (certaines étant

divaluées) à appliquer à chacun des Yi (1 6 i 6 M) pour obtenir les M · 2M (au plus)

zones définies plus haut.

Soit en effet V la région simplement connexe que couvre le rayon quand on le dé-

forme en α (ou β) sur Y1 ∪ · · · ∪ YM sans rencontrer les points (fk
c )j(ω) (n0 6 j 6

n0+M−1). (fk
c )−n(V ) a alors effectivement 2kn composantes connexes, d’adhérences

disjointes ; une seule contient α (resp. β) dans son adhérence. Celle-ci est alors conte-

nue dans la région où évolue effectivement le rayon entre w/(2k)n et w/(2k)n+1, car

l’homotopie faisant glisser le rayon sur α (resp. β) peut à chaque étape être relevée

en une homotopie qui fait glisser le rayon sur α (resp. β) dans (f k
c )−i(Y1 ∪ · · · ∪ YM )

(0 6 i 6 n). Les 2M branches (au plus) de (fk
c )−n à considérer sont ainsi celles qui

envoient Y1∪· · ·∪YM sur la composante connexe de (fk
c )−n(Y1∪· · ·∪YM ) qui contient

α (resp. β) dans son adhérence.

β) Observations sur la dynamique de z 7→ (3z2 + 1)/(z2 + 3). — Nous allons utiliser

la conjugaison entre la dynamique de fk
c0

sur la composante connexe de
◦

Kc0 adjacente

à α1 et F : z 7→ (3z2 + 1)/(z2 + 3) sur D.

On notera Û−, Ŷi (pour i > 0) les transformés de U−(c0), Yi(c0) par cette conju-

gaison ; Û+ sera le transformé de l’intersection de U+(c0) avec la composante de
◦

Kc0

adjacente à α1. Nous serons amenés à introduire une courbe γ dans D : γ sera définie

sur R∗ et vérifiera :

(a) Im γ > 0,

(b) sur [1, 2[, γ(t) = t/3− 1/3,

(c) γ(2t) = F [γ(t)].
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Cette courbe γ est bien définie et unique : en effet (c) permet de la définir sur

[1,+∞[ où elle couvre alors le segment [0, 1[ de l’axe réel ; entre 1/2 et 1, la condi-

tion (c) laisse deux choix pour chaque valeur de γ(t), mais (a) fixe alors cette valeur :

ainsi sur cet intervalle γ parcourt le segment joignant i/
√

3 à 0 ; de même (c) et (a)

permettent de déterminer sans ambigüıté γ sur chaque
[
1/2n+1, 1/2n [ . La courbe

ainsi obtenue est continue : elle l’est en effet sur chaque intervalle [2p, 2p+1[, p ∈ Z et

par construction comme limt→2− γ(t) = γ(2), on a aussi continuité aux points de la

forme 2p.

Lemme 2. — Quand t tend vers zéro, γ(t) tend vers 1 avec tangente verticale.

Démonstration. — Il sera pratique de faire le changement de variables w =

(1 + z)/(1− z). L’application F : z → (3z2 + 1)/(z2 + z) de D dans D devient

F1 : w 7→ w + 1/w du demi-plan Rew > 0 dans lui-même. La courbe γ(t) est

transformée en une courbe η(t) qui vérifie :

(a) Im η > 0,

(b) sur [1, 2[, η(t) = t,

(c) η(2t) = F1[η(t)].

Il est plus pratique de regarder η′, paramétrée par le changement de variables η′(u) =

η(2u) : il faut donc montrer que quand u → −∞, η′(u) tend vers l’infini dans la

direction asymptotique y′y. Vu l’expression de F1, un point de Im z > 0 a pour

antécédent dans Im z > 0 un point situé plus à gauche et plus haut ; dès lors pour

u 6 1, Re η′(u) 6 2 : la direction asymptotique sera assurée dès lors que Im[η′(u)]

tendra bien vers ∞ ; par ailleurs, on voit ainsi que si ϕn(u) = Im[η′(u − n)], la suite

ϕn(u) est croissante pour chaque u ∈ [0, 1]. Mais pour u ∈ [0, 1] fixé, la suite des

η′(u − n) a une limite (éventuellement infinie), puisque sa partie réelle décrôıt et sa

partie imaginaire crôıt. Cette limite doit être un point fixe de F1, donc l’infini : dès

lors la suite ϕn tend simplement vers l’infini, donc uniformément par le théorème de

Dini, ce qui assure que η′(u)→∞ quand u→ −∞. Cqfd.

La courbe γ délimite donc une zone A dans D. On notera B0 le quart supérieur

gauche de D, et Bi+1 = [F−1(Bi)] ∩ (Im z > 0).

Lemme 3. — Les Bi tendent vers 1 quand i→∞ (en ce sens que ∀ ε > 0, ∃ i0 tel que

∀ i > i0, ∀ z ∈ Bi, |1− z| < ε).

Démonstration. — Si ce n’était pas le cas, les Bi auraient un point d’accumulation a

autre que 1 dans D. Ce point ne serait pas sur ∂D : en effet, la monotonie de l’action

de F sur ∂D garantit que tout point de ∂D finit par tomber sur ∂B1 ; or toute image

directe de a doit être aussi un point d’accumulation de la suite Bi.

a est donc dans D, et son orbite est « piégée » dans (Im z > 0) r (B0 ∪ A). Mais

le lemme 2 rend alors impossible que les F n(a) tendent vers 0 tangentiellement au

rayon, d’où une contradiction, compte tenu de la proposition 2 de IX. Cqfd.
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B0

A

B1 B2

B3

γ) Choix de N . — Nous allons maintenant appliquer ces considérations sur la dyna-

mique de F pour obtenir des informations sur F−n(Ŷ1 ∪ · · · ∪ ŶM ).

Regardons l’aspect de Ŷ1 : il est limité par deux courbes Γ1 et F (Γ1) admettant

des tangentes en 1, qui font l’angle ±π/4 avec l’axe réel.

Γ1 F(Γ1)

Quitte à grossir R, on peut les supposer incluses dans la région de l’adhérence de A

et celle de la région conjuguée de A (il vaut mieux ne pas essayer de noter cela avec

les notations usuelles !) transverses à l’axe réel en un seul point.

Motivés en cela par l’étude faite en α, on va s’intéresser seulement aux branches

de F−n qui envoient Ŷ1 ∪ · · · ∪ ŶM dans une région qui contient 1 dans son adhérence.

Ces composantes connexes de F−n(Ŷ1∪· · ·∪ŶM ) sont alors dans les régions limitées

par le bord du disque et les deux déterminations de F−n(FM (Γ1)) qui partent de 1 :

(cf. zone hachurée dans le schéma ci-dessous).
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Lemme 4. — Il existe N0 tel que pour N > N0, les deux composantes connexes de

F−n(Ŷ1 ∪ · · · ∪ ŶM ) qui contiennent 1 dans leur adhérence soient dans Û+.

Démonstration. — Il suffit bien évidemment de le montrer pour la composante

connexe de F−n(Ŷ1 ∪ · · · ∪ ŶM ) située au-dessus de l’axe réel. Celle-ci est dans la

région limitée par le bord de D et une courbe, détermination de F−N [FM (Γ1)].

La courbe Γ′
1 qui limite Û+ est, elle, formée d’un arc dans A, qui cöıncide avec

Γ1 au voisinage de 1, puis la quitte pour rejoindre ∂D, délimitant ainsi une région

(la « moitié » supérieure de Û+) dans D.

Il suffit donc de montrer que pour N assez grand, F−N+M (Γ1) (où on prend la

détermination de partie imaginaire positive issue de 1) est dans cette région.

On va distinguer F−N+M (Γ1 ∩A) et F−N+M (Γ1 ∩A) (ici A désigne la conjuguée

de A).

F restreint à A est bijectif : on peut donc conjuguer cette restriction de F à A à une

transformation bijective g du demi-plan de Poincaré ; F|A a un point fixe indifférent

sur ∂A : on peut donc choisir pour g la transformation parabolique g(Z) = Z + 1.

La courbe Γ1∩A est alors représentée dans ce modèle comme une courbe γ1 joignant

un point de l’axe réel à ∞, avec une direction asymptotique y′y (correspondant à la

tangente à Γ1 faisant un angle de π/4 avec l’axe réel), et Γ′
1∩A est représentée comme

une courbe γ′1 cöıncidant avec γ1 au voisinage de l’infini et aboutissant en un point de

l’axe réel plus à gauche que le bout de γ1 ; la détermination de F−1 à appliquer à γ1

pour trouver γ−N+M (correspondant à F−N+M (Γ1 ∩ A)) est Z → Z − 1 : il est clair

que pour N assez grand, on est à gauche de γ ′1, et donc F−N+M (Γ1∩A) est dans Û+.

Pour F−N+M (Γ1 ∩ A), on va utiliser le lemme 3 : par l’hypothèse faite au début

de cette partie γ de la démonstration sur la position de Γ1, F
−N+M (Γ1 ∩ A) évolue
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γ1

γ′1

γ0γ−1γ−N0+M · · ·

dans BN−n0−M (pour N > n0 +M), donc est proche de 1 pour N assez grand, et est

donc aussi dans Û+. Cqfd.

δ) Un tel N convient. — On va prendre un N > N0 (avec en fait la condition

supplémentaire 0, 3(N −M) > 2K, dont la nécessité apparâıtra dans les calculs qui

suivent), et vérifier qu’il répond à l’énoncé de la proposition 7.

Les branches de (fk
c )−N qui, appliquées à Y1, . . . , YM fournissent des régions dans

lesquelles peut évoluer R(Kc, θ) entre w/(2k)N et w/(2k)N+1 sont en nombre fini

indépendant de c ; elles définissent ainsi un certain nombre de « zones » images de Y

par itération de branches de (fk
c )−1. Pour c = c0, on a prouvé en γ que ces zones sont

toutes dans U+.

La plupart de ces régions (toutes sauf 2M) ne contiennent pas α1 dans leur adhé-

rence (pour c = c0) : elles sont alors relativement compactes dans U+(c0) et restent

incluses dans U+(c) pour c proche de c0 dans θ.

Pour les 2M autres, il faut étudier avec un peu plus d’attention le comportement

de fk
c au voisinage de α ou β.

On va couper Y1 en trois morceaux : deux sont limités par de petits arcs de cercles

autour de α et de β ; le troisième est le reste de Y1.

1

2

3

α

β

Ce troisième morceau ne posera pas de problème : pour c = c0, il ne contient pas

α1 dans son adhérence.

Regardons le morceau proche de α : dans le plan des Z, il correspond à un secteur

proche de −∞ du côté des ImZ < 0. il est limité par une courbe qui reste à distance

R′ de zéro. Quitte à diminuer la taille des petits cercles divisant Y1 en trois zones, on

peut supposer R′ aussi grand que nécessaire, et en particulier R′ > R.

N étant choisi, pour R′ choisi assez grand, la détermination de (fk
c )−1 à itérer i

fois (N −M + 1 6 i 6 N) et à appliquer à Y1 pour fournir les M zones proches

de α considérées s’écrit Z = (1 + 1
Aλ

)−1Z ′ + 1 à un terme d’erreur près, dont le

module est majoré par a/100 (il suffit de prendre R′ assez grand pour être sûr de
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rester hors de DR pendant N itérations de ce (fk
c )−1). Pour R′ choisi assez grand

et c assez proche de c0 la partie réelle est augmentée alors d’au moins 0,9 à chaque

application de (fk
c )−1 et on est sûr de se retrouver en fin de compte après i itérations

(N −M +1 6 i 6 N) dans ReZ > 0, ImZ < 0 : le petit secteur autour de α dans Y1

est bien envoyé dans U+(c) par (fk
c )−N−M+1 · · · (fk

c )−N pour c assez proche de c0.

Le calcul est un peu plus délicat près de β. Ici on utilise le fait que A′
λ, donc aussi

la coupure faite entre A′
λ et iR, varie entre deux verticales ImZ = −K et ImZ = K.

Pour |Z − A| > A/2, (fk
c )−1 est approchée par la similitude Z : (1 + 1

A )−1Z ′ + 1

qui augmente la partie réelle d’au moins 0, 4 dans la zone considérée, pour c assez

proche de c0 ; si on tient compte de l’erreur majorée par a/100 on est sûr que la partie

réelle sera augmentée d’au moins 0, 3. Ici on va utiliser la condition supplémentaire

0, 3 · (N −M) < 2K. On choisit R′ assez grand pour être sûr que les N itérations de

(fk
c )−1 ne laissent pas dans le plan des Z entrer dans DR et continuent à augmenter

la partie réelle d’au moins 0, 3 ; dès lors on est sûr (pour c assez proche de c0) qu’en

i itérations (N −M + 1 6 i 6 N) on est à droite de ImZ = K.

Pour |Z−A| 6 A/2, les inégalités de « Arriver au bon port » montrent que, (f k
c )−1

ressemble à la similitude de centre A′ et de rapport (1 + 1
A )−1 à 2a

100|A| |Z −A′
λ| près ;

son itération i-ème (N −M + 1 6 i 6 N) décale donc comme cette similitude à
2ai

100|A| |Z − A′
λ| près ; ce qui garantit qu’on a effectivement tourné et qu’on est « à

droite » de la coupure entre A′ et iR. Cqfd.

c) Construction d’un piège. — Pour c proche de c0, on a un s(c) tel que

R(Kc, θ)(s) soit sur la courbe de sortie et qu’entre s et s/2k, R(Kc, θ) évolue dans

U+(c).

R(Kc, θ) finit par rencontrer la courbe d’entrée pour un potentiel w(c).

La proposition 8 montre alors que (pour c assez proche de c0), il existe alors t 6 w(c)

tel que, sur [t/2k, t], R(Kc, θ) évolue de nouveau dans U+(c).

Posons τ(c) = sup{t | t 6 w et sur [t/2k, t], R(Kc, θ) évolue dans U+(c)}. Dès lors

R(Kc, θ)(τ(c)) est sur la courbe de sortie Γ.

Entre τ(c) et w(c) il se peut que R(Kc, θ) rencontre Γ en un certain nombre de

points ; j’appelle σ(c) le paramètre compris entre τ(c) et w(c) correspondant au point

d’intersection de Γ et de R(Kc, θ)|[τ(c),w(c)] le plus proche de R(Kc, θ)[s(c)] (du même

côté que R(Kc, θ)[τ(c)]).

La zone piège P est alors définie comme l’ouvert limité par R(Kc, θ)|[σ(c),s(c)] et Γ

entre R(Kc, θ)[σ(c)] et R(Kc, θ)[s(c)].

Remarquons que pour c assez proche de c0, P ne contient aucune des valeurs

critiques de fk
c : en effet en ce qui concerne les fk

c (ω′) pour des ω′ distincts de ω(c),

lorsque c = c0, ils ne sont pas dans la région couverte par les images des 2 · 2M ·M
branches de (fk

c0
)−i (pour N −M + 1 6 i 6 N) dont l’application à Y1 fournit la

région où peut évoluer entre 1/(2k)N et 1/(2k)N+1 une courbe continue γ vérifiant

γ(2t) = fk
c0

(γ(t)) et évoluant dans Y1 ∪ · · · ∪ YM entre 1 et 2k ; ils n’y sont donc
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w(c)

τ(c)

σ(c)

s(c)

RKc(θ)

toujours pas pour c voisin de c0. Ils ne sont pas non plus dans U(c) pour c proche de

c0, donc ne sont pas dans P .

Le même raisonnement montre que les ω′′ distincts de ω tels que fk
c (ω′′) = fk

c (ω)

ne sont pas non plus dans P .

De plus, on dispose d’une détermination continue de (fk
c )−1 sur ∂P (égale à

R(Kc, θ)(u) 7→ R(Kc, θ)(u/2
k) sur la partie de P formée d’un arc du rayon R(Kc, θ)

et par la détermination de (fk
c )−1 qui envoie W0 sur W−1 sur la partie de ∂P formée

d’un arc de Γ), qui envoie ∂P sur une courbe fermée simple ∂P ′ incluse dans P ′.

Si fk
c (ω) était dans P , un de ses antécédents devrait être dans P

′
. Puisqu’aucun

des ω′′ 6= ω tels que fk
c (ω′′) = fk

c (ω) n’y est, ce serait forcément ω. Mais on a alors

une absurdité, car si ω ∈ P ′, fk
c enverrait P ′, courbe fermée simple, enserrant un

seul point critique sur une courbe fermée simple, et si ω était sur ∂P ′, il serait sur

R(Kc, θ) donc c serait sur R(M, 2i0θ), ce qu’on a exclu.

La détermination continue de (fk
c )−1 qui envoie ∂P sur ∂P ′ se prolonge alors en

une branche holomorphe univaluée de (fk
c )−1 qui envoie P dans lui-même.

Remarquons enfin, ce qui sera utile par la suite, que pour m > 0 fixé, si on prend

c assez proche de c0 (la condition de proximité dépend de m), on est assuré par le

même raisonnement qu’aucun des (fk
c )i(ω′) pour ω′ point critique de fk

c distinct de ω

et 1 6 i 6 m, non plus que les ω′′ 6= ω tels que (fk
c )m(ω′′) = (fk

c )m(ω) ne sont dans P ;

comme fk
c (ω) n’est pas dans P et que tout point de P a un antécédent dans P , on

en déduit que les (fk
c )i(ω) (1 6 i 6 m) n’y sont pas non plus. En termes de fc, cela

signifie que les f i
c(0) ne sont pas dans P pour 1 6 i 6 km.

Nous avons alors le matériel pour démontrer les trois propositions annoncées :

Démonstration de la proposition 3. — Pour t 6 σ(c), R(Kc, θ)(t) évolue dans P :

en effet, on voit par récurrence sur n > −1 que la branche de (f k
c )−1 à choisir

pour passer de R(Kc, θ)|[σ(c)/(2k)n+1,σ(c)/(2k)n] à R(Kc, θ)|[σ(c)/(2k)n+2,σ(c)/(2k)n+1] en-

voie R(Kc, θ)[σ(c)/(2k)n], qui est dans P , sur R(Kc, θ)[−σ(c)/(2k)
n+1

] qui est aussi

dans P et est donc la branche qui envoie P dans lui-même.

(fk
c )−1, de degré 1 d’un ouvert de C dans un ouvert strictement contenu dans le

premier est strictement contractante pour la métrique de Poincaré de P ; elle a un
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point fixe qui est α ou β (selon la position sur le cylindre du lacet correspondant à la

première entrée du rayon) : la suite des (fk
c )−n(u) converge donc vers α ou β. Cqfd.

Démonstration de la proposition 4. — On a remarqué que P ne contient aucun des

f i
c(0) (1 6 i 6 km) pour c assez proche de c0 ; comme R(Kc, θ)|[s(c)/2k ,+∞[ est

continu en c, il ne passe pour c proche de c0 sur aucun des f i
c(0) (1 6 i 6 km)

et R(Kc, θ)|]0,s(c)/2] non plus, puisqu’il est inclus dans P . Cqfd.

Démonstration du complément 2 au théorème 1 de XIII. — Nous savons déjà (XIII,

Complément 1 au lemme 1) que si le complément 2 n’était pas exact, ce serait qu’un

rayon externe de M dont l’argument est à dénominateur pair θ1 aboutit sur une

racine c0 de composante hyperbolique. Considérons n tel que 2nθ1 soit à dénominateur

impair. Il existe alors des c arbitrairement proches de c0 tels que c ∈ R(M, θ1) donc

c ∈ R(Kc, θ1) et donc fn
c (c) = fn+1

c (0) ∈ R(Kc, 2
nθ1).

– Si RKc0
(2nθ1) aboutit sur un point d’un cycle répulsif, R(Kc, θ1) varie continû-

ment comme fonction de c au voisinage de c0, donc R(Kc0 , θ1) passe sur c0, ce qui est

absurde puisque c0 ∈
◦

Kc0 .

– Si RKc0
(2nθ1) aboutit sur un point du cycle indifférent rationnel, on peut (quitte

à modifier n) supposer que c’est sur α1. Mais alors le fait que l’on puisse trouver c

arbitrairement proche de c0 tel que fn+1
c (0) ∈ R(Kc, 2

nθ1) contredit la proposition 4.

Cqfd.

Démonstration de la proposition 5. — La position du rayon par rapport aux f i
c(0)

(1 6 i 6 km) ne change pas, à condition que c soit assez proche de c0. Pour donner

un sens précis à cette remarque, compactifions C par un point à l’infini dans chaque

direction de demi-droites et prolongeons les R(Kc, θ) en prenant pour R(Kc, θ)(∞)

le point à l’infini dans la direction θ : le rayon est alors continu sur [0,∞].

Dans l’espace Ĉ ainsi construit, pour c assez proche de c0 et pas sur R(M, 2i0θ),

le rayon R(Kc, θ) est homotope à extrémités fixes à une courbe ηc égale à R(Kc, θ)

sur [s(c),+∞] et à un segment de droite entre α ou β et R(Kc, θ)[s(c)], sans passer

sur les f i
c(0) (1 6 i 6 km).

Ainsi R(Kc, θ) n’est pas continu en fonction de c, mais est homotope à ηc, qui, elle,

est continue en c. L’extrémité de R(Kc, θ1) pour 2nθ1 = θ (avec n 6 km) est alors

égale à l’extrémité de la détermination de (fc)
−n(ηc) qui envoie le point à l’infini dans

la direction θ sur le point à l’infini dans la direction θ1.

Le même raisonnement que dans le cas des points de Misurewicz, compte tenu du

fait que l’homotopie se passe à chaque étape dans l’espace F défini alors, montre que

cette extrémité est une fonction continue de c. Cqfd.

Remarque. — Lorsque q 6= 1, on a 2q cylindres et non plus deux. On peut cependant

reprendre le même raisonnement à partir de l’entrée du rayon dans l’un des cylindres,

et limiter sa distorsion. Si on est du côté de β1, alors le raisonnement fait dans le cas
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q = 1 montre qu’en un temps borné, on revient dans la zone définissant le premier

cylindre, et on peut construire le même piège autour de β1 qu’on avait construit dans

le cas q = 1.

Si on est du côté du bout en α sur le cylindre, après avoir traversé la zone corres-

pondant à un premier cylindre, on tombera en un temps fini sur un deuxième. Mais

on sera là encore du côté du bout en α : pour c assez proche de c0, le rayon évolue en

effet dans un pétale de Kc0 pendant son éventuel passage hors des zones fournissant

les cylindres : on traverse ainsi un deuxième cylindre, avec de nouveau des limitations

sur la distorsion du rayon pendant cette traversée. Après avoir traversé les 2q zones

fournissant des cylindres, le rayon revient dans celle où il avait fait sa première entrée,

et un piège se referme autour de α.
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EXPOSÉ XVIII

COMPLÉMENTS SUR LES ARBRES

Pierre Lavaurs

1. Arbres aux centres et aux racines

Soit W une composante hyperbolique de
◦

M de multiplicité µ, et c1 . . . cµ ses

racines.(1) Pour tout point c ∈ M et θ ∈ Q/Z, le rayon R(Kc, θ) aboutit en un

point γc(θ) ∈ Kc : on peut donc définir une relation d’équivalence ∼c sur Q/Z par

θ ∼c θ
′ ⇔ γc(θ) = γc(θ

′).

Proposition 1. — ∼c est constante sur W ∪ {c1, . . . , c}.

Démonstration

Constance sur W . —Pour θ et θ′ fixés, l’ensemble des c ∈ W tels que γc = γc(θ
′) est

fermé dans W puisque ces deux fonctions sont continues en c (cf. théorème de XVII

(en fait, sur W , on est dans le cas « facile » de ce théorème)).

Soit c0 ∈ W fixé ; pour c proche de c0 les fonctions c 7→ γc(θ) et c 7→ γc(θ
′)

fournissent deux points prépériodiques, variant continûment en c, et envoyés par un

nombre d’itérations n constant, sans passer par 0 sur un cycle de longueur divisant

constamment un entier p fixe. Ces deux fonctions vérifient donc toutes deux l’équation

fonctionnelle fn+p
c (α(c)) = fp

c (α(c)).

Si on suppose θ ∼c0 θ
′, le théorème des fonctions implicites assure alors l’égalité de

γc(θ) et γc(θ
′) pour c proche de c0 : l’ensemble des c tels que θ ∼c θ

′ est donc aussi

ouvert dans W .

Pour tout couple (θ, θ′), θ ∼c θ
′ est donc vrai soit pour tout c ∈ W , soit pour

aucun.

Conservation aux racines . —Il est encore vrai, pour les mêmes raisons, que pour θ

et θ′ fixés, l’ensemble des c ∈ W ∪ {c1, . . . cµ} tels que γc(θ) = γc(θ
′) est fermé dans

W ∪ {c1, . . . cµ} : la relation d’équivalence est donc plus grossière en une racine que

dans W .

Prenons θ et θ′ équivalents en c1 par exemple.

(1)Nous verrons plus tard qu’il n’y a qu’une seule racine, mais nous ne le savons pas encore.
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Si γc1(θ) = γc1(θ
′) est prépériodique répulsif, le raisonnement fait sur W peut-être

repris sans modification, et on voit que θ et θ′ sont encore équivalents au voisinage

de c1, donc dans W .

Si γc1(θ) = γc1(θ
′) est prépériodique indifférent, il faut analyser plus précisément

les cycles qui « fusionnent » en c0 pour fournir le cycle indifférent. Cette analyse a été

réalisée au début de XVI ; elle montre que si α(c1) est sur le cycle indifférent rationnel

de fc1 , il y a q + 1 façons de définir α(c) continue au voisinage de c1 dans W qui

soit un point périodique de fc (l’une est de période kq, les q autres de période k).

Parmi ces q + 1 déterminations, q sont attractives dans W donc en fait une seule

peut recevoir des rayons. Si γc1(θ) = γc1(θ
′) est sur le cycle indifférent rationnel,

la continuité de γc(θ) ou γc(θ
′) en c implique alors que pour c proche de c0, on ait

encore θ ∼c θ
′ ; si γc1(θ) = γc1(θ

′) est prépériodique indifférent rationnel, il existe n tel

que γc1(2
nθ) soit indifférent rationnel : comme γc(θ) et γc(θ

′) vérifient alors tous deux

l’équation fonctionnelle fn
c (γc(θ)) = fn

c (γc(θ
′)) = γc(2

nθ), ce sont les mêmes branches

de f−n
c (γc(θ)) et ils sont donc égaux pour c assez proche de c1 dans W . Cqfd.

Proposition 2. — Soient c et c′ centres ou racines de composantes hyperboliques ; si

∼c=∼c′ , Hc et Hc′
(2) sont isomorphes.

Démonstration. — Nous associons à c centre ou racine de composante hyperbolique

un sous-ensemble (fini) Θc de Q/Z composé :

– des arguments externes des points de branchement de l’arbre de Hubbard de fc

– des arguments externes des points de ∂U0, . . . , ∂Un−1 (où U0, . . . , Un−1 sont les

composantes du cycle fc périodique pour fc) qui forment un cycle de longueur n

– des arguments externes des points d’argument interne opposé aux précédents de

∂U0, . . . , ∂Un−1.

Considérons Θc ∪Θc′ : la restriction de ∼ à cet ensemble est la même pour c et c′.

Les rayons externes ayant ces arguments dessinent donc le « même » motif dans le

plan (au sens de l’existence d’un homéomorphisme du plan conservant les directions

à l’infini) pour Kc et Kc′ . Ce motif divise le plan en un certain nombre de zones.

Lemme. — Pour tout i > 0, f i(0) est dans la même zone pour c et pour c′.

Démonstration. — On va montrer que pour θ, θ′ ∈ Q/Z équivalents pour ∼c=∼c′ et

distincts, on sait placer f i(0) par rapport à la courbe allant de∞ à∞ par R(Kc, θ)∪
R(Kc, θ

′) ou R(Kc′ , θ) ∪ R(Kc′ , θ
′)

Pour i = 0, c’est évident : Kc (ou Kc′) étant symétrique par rapport à 0, 0 est du

côté qui laisse le plus grand arc entre θ et θ′ sur le cercle R/Z.

On va ensuite faire une récurrence sur i : R(Kc, θ) et R(Kc, θ
′) n’aboutissent pas

en zéro, donc θ 6= θ′ +1/2 : θ et θ′ ont au total quatre « moitiés », θ/2, θ′/2, θ/2+1/2

et θ′/2 + 1/2. Les rayons indexés par celles-ci se regroupent sur Kc en deux points

(2)Hc et Hc′ sont les arbres de Hubbard pour fc et fc′ .
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Exemples
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Figure 2. c aboutissement de rayon externe de M d’argument 5/31
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envoyés par fc sur l’aboutissement de R(Kc, θ). Puisque ∼c=∼c′ , les rayons pour Kc′

se regroupent deux à deux de la même manière, divisant ainsi le plan en trois zones ;

par l’hypothèse de récurrence on sait placer f i(0) par rapport à ces trois zones ; on en

déduit alors le placement de f i+1(0) par rapport à R(K, θ) ∪ R(K, θ′), qui est donc

le même pour c et pour c′. Cqfd.

On va alors déduire du lemme que H est le même en c et c′. Remarquons pour cela

que :

– il y a au plus un point marqué de Hc (ou de Hc′ puisque le lemme a montré

qu’ils sont placés de la même façon) par zone : c’est dans ce but que l’on a mis dans

Θc des rayons aboutissant en deux points de chacune des composantes du cycle de

composantes de
◦

Kc

– les points de branchement de Hc ou Hc′ sont tous des points où se regroupent 3

zones au moins des motifs formés par celles-ci.

Dès lors, il n’y a qu’une manière, du point de vue de la topologie et de l’isotopie du

plongement dans C de joindre les divers points marqués : sur la frontière de chaque

zone, formée d’une ou deux courbes on met un point de sortie par courbe, et l’arbre

doit passer par ces points de sortie pour joindre les points marqués. Cqfd.

2. Arbre en une bifurcation

Soit W une composante hyperbolique de
◦

M , ρ(c) la valeur propre pour fc du cycle

qui est attractif dans W . Nous allons décrire comment obtenir l’arbre H ′ d’un point c

de ∂W où ρ(c) = e2iπp/q avec pgcd(p, q) = 1, q 6= 1 (le cas q = 1 a été traité au 1), en

fonction de l’arbre de Hubbard H aux centres de W . Nous dirons que H ′ est obtenu

à partir de H par bifurcation d’argument e2iπp/q . (Pour parler rigoureusement, c’est

bien sûr la classe d’isomorphisme de l’arbre que nous construisons).

Description de la construction. — Soient (xi)06i6k−1 les points marqués de H . Rem-

plaçons chacun des xi par une petite étoile à q branches, de centre xi, d’extrémités

(yj)j=i+`k 0 6 ` 6 q − 1, numérotés de façon que la rotation de p/q tour autour de

xi applique yj sur yj+k (mod kq). On a ainsi des points y0, . . . , ykq−1.

Quand un brin de H arrive en un point xi, on le fait arriver en l’un des yj avec

j ≡ i mod k. Il y a une manière unique de faire cela de façon que l’arbre H ′ obtenu,

muni des yi, satisfasse à la condition de Hubbard : ∃F : H ′ → H ′, continue injective

sur chacune des composantes de H ′ coupé en y0, avec F (yi) = yi+1, F (ykq−1) = y0.

Justification de la construction. — Soit c1 un centre de U , et considérons Θc1 défini

comme au début de la preuve de la proposition 2. Le raisonnement de la proposition 1

montre immédiatement que le graphe de ∼c contient celui de ∼c1 ; de surcrôıt les

points d’aboutissement des rayons indexés par Θc aboutissent dans Kc1 sur des points

périodiques répulsifs ou prépériodiques répulsifs sans être sur l’orbite inverse de zéro,

DOCUMENTS MATHÉMATIQUES
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Exemple



PSfrag replacements

x2 x1

x3

0 = x0 = x5
p

q
=

2

5

y14

y2
y10

y18

y6
y17

y5 y13

y1

y9

0 = y0 = y20

y8
y16y4

y12

y19
y7

y15y3

y11

donc qui ne « fusionnent » pas : comme en une racine, nous voyons donc que ces rayons

dessinent le « même motif » dans le plan de Kc1 et celui de Kc (ici, on n’a utiliser que

le cas « facile » de XVII). Le lemme de la proposition 2 peut alors être appliqué : on

sait placer les (yi)06i6kq−1 par rapport aux rayons de Θc. L’arbre H ′ s’obtient donc

en remplaçant dans l’arbre H le point (xi)06i6k−1 par le sous-arbre engendré par les

(yj)j=i+`k (0 6 ` 6 q− 1). Or ce sous-arbre est associé aux q composantes adjacentes

à un point périodique de période k : c’est donc bien l’étoile à q branches décrite.

H ′, isomorphe à l’arbre de Hubbard pour un c racine de composante hyperbolique

vérifie la condition de Hubbard.

Il reste à vérifier que cette construction n’est pas ambiguë, c’est-à-dire qu’il y a

bien une manière unique de placer les étoiles sur H . Mais, δ désignant le degré, la

condition de Hubbard entrâıne aisément (cf. IV, Prop. 4),

δ(y0) = 2, δ(y1) = 1 6 δ(y2) 6 · · · 6 δ(ykq−1) 6 2 = δ(ykq)

(en posant ykq = y0) ; en x1, il sera donc nécessaire d’attacher l’étoile à H par son

sommet ayant le plus grand indice.

Enfin l’injectivité de F sur les deux composantes de H ′ coupé en y0 permet de dé-

terminer comment les étoiles sont envoyées les unes vers les autres (le chemin partant

vers l’étoile contenant y0 étant envoyé sur le chemin partant vers l’étoile contenant y1),

donc de compléter la numérotation des points (yi)06i6kq−1 sur les étoiles. Cqfd.

3. Calcul des arguments externes dans M

Soient c1 une racine d’une composante hyperbolique W de
◦

M et H son arbre de

Hubbard. Nous allons montrer comment on obtient ses arguments externes dans M

au vu de l’arbre H . Soient x0 = 0, x1 = c . . . xk = x0 les points marqués de H (où

k est la période de x0). Choisissons une application F : Hc → Hc continue, telle que
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F (xi) = xi+1, injective sur chaque composante de Hc coupé en 0. On suppose qu’on

a choisi F de façon qu’elle ait un point périodique α1 à l’intérieur de l’arête qui mène

à x1 (rappelons que x1 est une extrémité de Hc). La période de α1 est alors k. Les

arguments θ− = arg−(c) et θ+ = arg+(c) sont alors les deux arguments de α1, calculés

suivant l’algorithme décrit en VII, §4 (qui n’utilise que les données combinatoires).

Variante. — On peut (comme dans la note CRAS de janvier 82) mettre α1 en x1, mais

on met seulement un bourgeon aux points extrémaux de Hc (au lieu d’une infinité), et

on choisit la dynamique sur les accès aux xi (qui n’est pas déterminée pour x0 7→ x1)

de façon que ces accès soient périodiques de période k.

Montrons que cet algorithme convient : il est bien évident que le résultat ne dépend

pas de la position du point α1 sur l’arête qui mène à x1 ni du F choisi ; le point

périodique indifférent rationnel est dans l’arbre Hc justement sur l’arête en question,

éventuellement en son origine a (cf. XIV, Prop. 4]) ; s’il est strictement sur l’arête le

calcul fait ci-dessus donne tous ses arguments externes dans Kc qui sont donc deux :

on est dans le cas q = 1 (racine primitive) et on a bien trouvé les arguments externes

de c dans M ; s’il est en a, le calcul donne le même résultat que celui qu’on aurait en

considérant les accès en a limitrophes à l’arête [a, x1], c’est-à-dire encore précisément

les arguments externes de c dans M .

De cet algorithme et celui décrit au 2 on peut déduire un algorithme arithmétique

pour donner les arguments θ−p/q et θ+p/q dans M d’un point c de ∂W obtenu par

bifurcation d’argument e2iπp/q en fonction des arguments externes θ− et θ+ dans M

du point c1.

Si c1 = 1/4, l’arbre de Hubbard de fc est une étoile à q branches indexées de sorte

qu’on passe du point yi au point yi+` par rotation de p/q tour : on peut à l’aide

de l’algorithme ci-dessus calculer les arguments externes de c dans M ; on notera

leurs représentants dans ]0, 1[ f−(p/q) et f+(p/q) avec f−(p/q) < f+(p/q) : ainsi

f−(1/2) = 1/3, f+(1/2) = 1/3, f−(1/3) = 1/7, f+(1/3) = 2/7,... θ̇− et θ̇+ désignent

les représentants de θ− et θ+ dans ]0, 1[ et on suppose θ̇− < θ̇+.

Proposition 3. — Les représentants de θ−p/q et θ+p/q dans ]0, 1[ s’obtiennent de la ma-

nière suivante : on écrit

θ̇− = .
︷ ︸︸ ︷
u−1 . . . u

−
k en base 2

θ̇+ = .
︷ ︸︸ ︷
u+

1 . . . u
+
k en base 2

puis, dans le développement dyadique de f−(p/q) (resp. f+(p/q)) en base 2, on rem-

place les 0 par des u−1 . . . u
−
k et les 1 par des u+

1 . . . u
+
k .
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Démonstration. — Il suffit d’expliciter ce qui se produit lorsqu’on applique l’algo-

rithme de 3. pour trouver l’arbre associé à c puis celui de la première partie de ce

paragraphe pour calculer les arguments associés.

En effet on peut vérifier que dans l’étoile complétée au sens de VII, l’arc [−β, β]

passe par zq−1 et z0 :

(on note z0 le point critique pour cet arbre,

zi+1 est l’image de zi pour sa dynamique).

β

−β

z0

z1

z2

z3

z4

Dans l’arbre en c, les images réciproques de [−β, β] passent dans les étoiles en

y(`−2)q+` et y(k−1)q+` (1 6 ` 6 k).



β

−β
y14

y18 y17

y13

y20

y16

y19

y15

γavecF(γ)=−β

Dès lors, si on prend un point α1 sur l’arête menant en y1, un accès à α1 évoluera

pendant les k premières itérations comme un accès à x1 « à droite » quand on va

vers x1 sur Hc1 si y1 est « à droite » de l’arc de ykq−1 à ykq−q−1, c’est-à-dire si z

est « à droite » du chemin de z0 à zq−1, c’est-à-dire si f(p/q) (ou f+(p/q) selon le

bourgeon en α1 considéré) commence par un 0, comme un accès à x1 « à gauche »
si f−(p/q) commence par un 1 : on remplace bien le premier chiffre de f−(p/q) par
︷ ︸︸ ︷
u−1 . . . u

−
k si c’est un zéro et par

︷ ︸︸ ︷
u+

1 . . . u
+
k si c’est un 1.

On voit aisément que c’est de nouveau ce qu’il faut faire pour chaque série de k

itérations. Cqfd.

Proposition 4. — Si c1 6= 1/4, alors 0 et W sont de part et d’autre de la courbe

L = R(M, θ+) ∪ R(M, θ−) ∪ {c1}.

Démonstration. — En effet 0 etW sont placés par rapport à L comme 1/4 par rapport

à un point c obtenu à partir de c1 par bifurcation d’argument 1/2. L’algorithme de la

Proposition 3 montre que si θ̇−1/2 et θ̇+1/2 sont les représentants dans ]0, 1[ de θ−1/2 et

θ+1/2, on a 0 < θ̇− < θ̇−1/2 < θ̇+1/2 < θ̇+ < 1, donc L sépare bien c de 1/4, aboutissement

de R(M, 0). Cqfd.
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EXPOSÉ XIX

SIMPLICITÉ DES COMPOSANTES HYPERBOLIQUES

Théorème 1. — Pour toute composante hyperbolique W de
◦

M , l’application ρW :

W → D est un isomorphisme.

On peut donner de ce théorème plusieurs démonstration. En voici les plans :

Première démonstration

Lemme 2 (Gleason). — Toute racine de Pk est simple.

(Pk est défini en XIV-6).

Démonstration. — Notons A l’anneau des z ∈ C qui sont entiers algébriques sur Z. Le

polynôme Pk est monique, donc si Pk(c) = 0 on a c ∈ A. Mais Pk(2) = (Pk−1(2))2 +2,

d’où P ′
k = 2Pk−1P

′
k−1 + 1, et si c est racine de Pk, on a P ′

k(c) ≡ 1 mod 2A, donc

P ′
k(c) 6= 0. Cqfd.

Démonstration du théorème 1. — Une composanteW a un seul centre d’après XVIII,

Proposition 1 et Posdronasvili (VI). Ce centre est simple d’après le lemme 2. Cqfd.

Deuxième démonstration. — À partir de la proposition 4 de XVIII, on démontre :

Proposition 6. — Soient W1 et W2 deux composantes hyperboliques, c1 une racine de

W1 et c2 une racine de W2. Si c1 6= c2, on a W 1 ∩W 2 = ∅, {c1} ou {c2}.

Démonstration. — Pour i = 1, 2, ci reçoit deux rayons R(M, θ+
i ) et R(M, θ−i ). On

pose

Li = R(M, θ+i ) ∪R(M, θ−i ) ∪ {ci}.
On a L1 ∩ L2 = ∅, donc C r L1 ∪ L2 a 3 composantes connexes U1, U2, U3 avec

∂U1 = L1, ∂U2 = L1 ∪ L2, ∂U3 = L2.

Si 0 ∈ U1 on a W 2 ⊂ U3 ∪ {c2} et W 1 ⊂ U2 ∪ {c1, c2} d’où W 1 ∩W 2 ⊂ {c2}. Si

0 ∈ U2, on a W 1 ⊂ U1 ∪ {c1} et W 2 ⊂ U3 ∪ {c2}, d’où W 1 ∩W 2 = ∅. Si 0 ∈ U3 on a

W 1 ⊂ U1 ∪ {c1} et W 2 ⊂ U2 ∪ {c1, c2}, d’où W 1 ∩W 3 = ∅ ou {c1}. Cqfd.
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Corollaire. — Le théorème 1.

Car on ne peut avoir W1 = W2 et c1 6= c2.

Troisième démonstration

Lemme 3 (Sullivan). — Soit c ∈W tel que ρ(c) 6= 0. Alors ρ′(c) 6= 0.

La démonstration utilise le théorème d’intégrabilité de Morrey-Ahlfors-Bers.

Démonstration. — Soit {α1, . . . , αk} le cycle attractif de fc. Le bassin de ce cycle est
◦

K, posons V =
◦

K r {z | ∃n, fn(z) = α1}. Soit E le quotient de V par la relation

Z1 ∼ Z2 ⇔ ∃ (n1, n2), f
n1(z1) = fn2(z2). AlorsE est de façon naturelle une surface de

Riemann compacte de genre 1. Si σ est une forme de Beltrami continue de norme < 1

surE, en notant χ : V → E l’application canonique, σ̃ = χ∗(σ) prolongée par 0 est une

forme de Beltrami invariante par fc, mesurable bornée de norme < 1 donc intégrable.

Si ϕ : C→ C est tel que ∂ϕ/∂ϕ = σ̃, l’application ϕ◦fc◦ϕ−1 : C→ C est holomorphe

(parce que σ̃ est invariante par f) et propre de degré 2, c’est donc un polynôme de

degré 2, affinement conjugué à un z 7→ z2+c(σ). On a c(0) = c, et Log ρw(c(σ))/2iπ =

rapport des périodes de (E, σ). On peut choisir une application continue ρ 7→ σ(ρ) de

façon que ρ 7→ c(σ(ρ)) soit une section continue de c 7→ ρw(c). Cqfd.

Démonstration 3 du théorème 2. — Le lemme 4 et le lemme 2 montrent que ρw :

W → D est un revêtement. Comme D est simplement connexe il est trivial. Cqfd.

Pour une quatrième démonstration, variante de la précédente évitant le lemme de

Gleason, voir l’exposé du Séminaire Bourbaki de novembre 82.
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EXPOSÉ XX

NERVURES

Nous donnons d’abord une méthode pour étudier un compact plein connexe lo-

calement connexe de C. Le compact M est connexe et plein, mais on ne sait pas

montrer qu’il est localement connexe. Nous verrons cependant que, par son aspect

combinatoire, la méthode que nous proposons peut lui être appliquée.

1. Points extrémaux

Soit K ⊂ C un compact connexe plein localement connexe, et choisissons un centre

pour chaque composante connexe de
◦

K. Pour x et y ∈ K, on note [x, y]K l’arc

réglementaire de x à y, et si x1, . . . , xn sont des éléments de K, on note [x1, . . . , xn]K
l’enveloppe réglementaire de {x1, . . . , xn} (cf. II).

Notons γK le lacet de Carathéodory T → ∂K. Pour x ∈ K, les points de γ−1
K (x)

sont les arguments externes de x.

Proposition 1 et Définition. — Soit x ∈ K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) x ∈ ∂K et K r {x} est connexe.

(ii) x a un argument externe et un seul.

(iii) On ne peut pas trouver deux points y, z ∈ K r {x} tels que x ∈ [y, z]K.

Si x satisfait à ces conditions, on dit que x est un point extrémal de K.

Démonstration

a) (non (i)) ⇒ (non (iii)) : Si x appartient à une composante connexe U de
◦

K, on

peut trouver y et z ∈ ∂U tels que x ∈ [y, z]K . Si Kr {x} n’est pas connexe, on prend

y et z dans deux composantes connexes différentes de K r {x} ; alors x ∈ [y, z]K .

b) (non (iii)) ⇒ (non (ii)) : Si x ∈
◦

K, il n’a pas d’argument externe. Si x ∈ ∂K
et x ∈ ]y, z[K , il y a 2 accès à x relativement à l’arbre [y, z]K (cf. VII), donc x a au

moins 2 arguments externes.
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c) (non (ii)) ⇒ (non (i)) : Soient t et t′ deux arguments externes de x et L =

R(K, t)∪R(K, t′)∪{x}. On peut trouver s ∈ [t, t′] et s′ ∈ [t′, t] tels que y = γ(s) 6= x

et z = γ(s′) 6= x (un lacet de Carathéodory n’est jamais constant sur un intervalle).

Alors, y et z sont de part et d’autre de L et x ∈ [y, z]K . Cqfd.

2. Nervures de K

Mêmes hypothèses sur K. Soit (an)n∈N une suite de points extrémaux de K.

On note tn l’argument externe de an, et on suppose que t0 = 0. On pose Hn =

[a0, . . . , an]K
(1). Pour chaque n, Hn est un arbre topologique fini, et pour n > 1 on

peut écrire Hn = Hn−1 ∪ [dn, an]K , avec Hn−1 ∩ [dn, an]K = {dn}. Ceci détermine

dn ∈ K.

On note n(tn) et on appelle nervure d’argument externe extrémal tn, ou nervure

d’extrémité an, l’arc réglementaire [dn, an]K . Le point dn s’appelle l’origine de n(tn),

et n
∗(tn) = ]dn, an]K = [dn, an]K r {dn} est appelé la nervure stricte d’extrémité an.

Pour x et y ∈ K, nous dirons que y est après x et nous écrirons x 6 y si x ∈ [a0, y]K .

Nous allons définir, pour tout x ∈ K, deux nombres arg−(x) et arg+(x) de [0, 1].

Pour t ∈ T, notons ṫ le représentant de t dans [0, 1[.

– Si x ∈ ∂K r {a0}, on pose arg−(x) = inft∈γ−1
K (x) ṫ et arg+(x) = supt∈γ−1

K (x) ṫ.

– Si x = a0, on pose arg−(x) = 0 et arg+(x) = 1.

– Si x est le centre d’une composante U de
◦

K, l’arc [a0, x]K coupe ∂U en un point

unique y = πU (a0) (projection de a0 sur U), et arg−(y) et arg+(y) correspondent

à 2 accès à y relativement à [a0, x]K . On prend pour arg−(x) le plus grand des ṫ

pour t argument externe de y dans le même accès que arg−(y), et on définit arg+(x)

symétriquement. On a donc : 0 6 arg−(y) 6 arg−(x) < arg+(x) 6 arg+(y) 6 1.

– Si x appartient à U sans en être le centre, notons x0 le centre de U et soit

[x0, x1]K le rayon interne de U passant par x. On pose :

arg±(x) =

{
arg±(x1) si x1 6= πU (a0),

arg±(x0) si x1 = πU (a0).

Dans tous les cas, on note I(x) l’intervalle [arg−(x), arg+(x)].

On définit également les arguments associés à x :

– si x ∈ ∂K r {a0}, les arguments associés à x sont les ṫ, où t est un argument

externe de x.

– Si x = a0, ce sont 0 et 1.

– Si x est le centre d’une composante U de
◦

K, ce sont les arg−(y) et les arg+(y)

pour y ∈ ∂U r {πU (a0)}, ainsi que arg−(x) et arg+(x).

(1)Si a0 ∈ ∂U0, où U0 est une composante de
◦

K (nécessairement unique puisque a0 est extrémal),

on prend pour H0 le rayon interne de U0 d’extrémité a0 et non l’ensemble {a0}.
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– Si x appartient à U sans en être le centre, les arguments associés à s sont arg−(x)

et arg+(x).

Pour tout intervalle I ⊂ [0, 1] contenant l’un des ṫn, on appelle chef-lieu de I le

nombre tn(I), où n(I) est le plus petit n tel que ṫn ∈ I (je n’ose pas dire « centre » de

peur qu’on croie que c’est le milieu).

Proposition 2. — Soient n ∈ N et x ∈ K. On suppose que x ∈ ∂K ou que x est le

centre d’une composante de
◦

K

(a) On a x ∈ n
∗(tn) si et seulement si tn est le chef-lieu de I(x).

(b) On a x ∈ n(tn) si et seulement si tn est le chef-lieu d’un intervalle de la forme

[θ′, θ′′], où θ′ et θ′′ sont des arguments associés à x.

Démonstration. — Posons θ± = arg±(x) ; soit x1 le point d’aboutissement commun

de R(K, θ−) et R(K, θ+) (qui est x si x ∈ ∂K). Si x appartient à une composante

U de
◦

K, notons x0 son centre, et si x ∈ ∂K on pose x0 = x. On pose L = R(θ−) ∪
R(θ+) ∪ {x1}.

(a) Cas x1 = a0. Avec les conventions prises, on a x ∈ n
∗(t0) = n(t0). Or I(x) =

[0, 1], et le chef-lieu de [0, 1] est 0 = t0.

(a) x1 6= a0, ⇐=. L est homéomorphe à R, et C r L a 2 composantes connexes V0

et V1, V0 ⊃ R(K, 0). Par définition du chef-lieu, on a : ai ∈ V0 pour i = 0, . . . , n− 1,

et an ∈ V1 ∪ {x1}. Comme dn ∈ Hn−1, on a dn ∈ V0 ∪ {x1}.
Si dn = x1, soit ti tel que i < n et ai > x1 ; on a ti ∈ I(x1), donc I(x1) 6= I(x), ceci

n’est possible que si x = x0 centre d’une composante U , et dans ce cas x ∈ ]x1, an].

Si dn 6= x1, on a dn ∈ V0, et x1 ∈ ]dn, an], et dans chaque cas on en déduit que

x ∈ ]dn, an].

(a) x1 6= a0, =⇒. Gardons les définitions de L, V0 et V1. On a an > x. On en

déduit que an ∈ V1 ∪{x1}, d’où tn ∈ I(x). Pour i < n, on a ai � x. On en déduit que

ai ∈ V0 ∪{xi}. On ne pourrait avoir ai = x1 que si x0 > x1, mais dans ce cas x1 n’est

pas extrémal, donc nécessairement ai 6= x1, ai ∈ V0 et ti 6∈ I(x). Par suite, tn est le

chef-lieu de I(x).

(b)⇐=. Posons L′ = R(θ′)∪R(θ′′)∪[x′1, x
′′
1 ]K , où x′1 et x′′1 sont les points d’aboutis-

sement de R(θ′) et R(θ′′) respectivement. Notons V ′
0 et V ′

1 les composantes connexes

de C r L′, avec V ′
0 3 R(0). On a tn ∈ [θ′, θ′′], d’où an ∈ V ′

1 ∪ {x′1, x′′1}. Pour i < n,

on a ti 6∈ [θ′, θ′′], d’où ai ∈ V ′
0 . Par suite, dn ∈ V ′

0 ∪ {x0}, et dans chaque cas on en

déduit x ∈ [dn, an] = n(tn).

(b) =⇒. Si x ∈ ∂K, soient θ′ et θ′′ des arguments externes de x dans des accès

à Hn tels que parmi les points a0, . . . , an, seul an soit entre R(θ′) et R(θ′′). Alors,

tn ∈ [θ′, θ′′], ti 6∈ [θ′, θ′′] pour i < n et tn est le chef-lieu de [θ′, θ′′].

Supposons que x appartient à une composante U de
◦

K, de centre x0. Notons y le

point où [x, an] coupe ∂U . Si x 6∈ ]x0, πU (a0)], on prend θ′ = arg−(y) et θ′′ = arg+(y).
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Si x ∈ ]x0, πU (a0)], on prend θ′ = arg−(x0) et θ′′ = arg+(x0). Dans chaque cas, on a

ti 6∈ [θ′, θ′′] pour i < n, et on a tn ∈ [θ′, θ′′] car tn > y dans un cas et tn > πU (a0)

dans l’autre. Donc, tn est le chef-lieu de [θ′, θ′′]. Cqfd.

3. Nervures combinatoires

Dans l’ensemble de MandelbrotM , définissons une partie dénombrable : on noteD0

(resp. D1) l’ensemble des centres (resp. des racines) des composantes hyperboliques

de
◦

M . Notons D2 l’ensemble des points de Misurewicz, et posons D = D0 ∪ D1 ∪ D2.

Nous allons définir pour chaque c ∈ D les arguments (combinatoirement) associés

à c.

– Si c ∈ D2, le point c a dans Kc un nombre fini d’arguments externes (qui sont

des rationnels à dénominateur pair). Ce sont les arguments associés à c. Le plus petit

et le plus grand sont notés arg−(c) et arg+(c).

– Si c ∈ D1, soit α1 le point périodique indifférent attirant la composante U1 de
◦

Kc contenant c. Les arguments associés à c sont les 2 arguments externes de α1

correspondant aux interpétales adjacents à U1. Le plus petit (resp. grand) est noté

arg−(c) (resp. arg+(c)).

– Si c est le centre d’une composante hyperboliqueW de
◦

M , les arguments associés

à c sont les arguments associés aux points de ∂W d’argument interne rationnel (qui

sont des points de D1). Le plus petit et le plus grand sont respectivement arg−(c1) et

arg+(c1), où c1 est la racine de W . Nous poserons arg−(c) = arg−(c1) et arg+(c) =

arg+(c1).

– Si c ∈ D1 ∪ D2, pour tout argument θ associé à c, le rayon externe R(M, θ)

aboutit en c.

On note (tn) la suite des nombres de [0, 1[ de la forme p/2k, ordonnés par k crois-

sants et pour chaque k par p croissants, de sorte que :

p/2k = tn avec 2n+ 1 = 2k + p.

Remarques

1) Le fait de choisir pour chaque k l’ordre des p croissants n’a aucune importance

pour ce que nous voulons faire, car l’ordre sert à définir les chef-lieux des intervalles

de [0, 1[. Mais chaque intervalle I ⊂ [0, 1[ qui contient un point de la forme p/2k (en

particulier tout intervalle non réduit à un point) en contient un seul avec k minimum.

En effet, si p/2k ∈ I et p′/2k ∈ I , avec p et p′ impairs et p′ > p, (p+ 1)/2k ∈ I , mais

cette fraction se simplifie.

2) Pour tout n > 0, notons an le point d’aboutissement de R(M, tn). Le polynôme

fan est tel que 0 tombe en un temps fini sur le point fixe β(an) d’argument externe 0.
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En particulier, an ∈ D2, et il y un seul argument associé à an, à savoir tn. On obtient

ainsi une bijection de {tn}n>0 sur {c | (∃ k), fk+1
c (0) = β(c)}. [Cela résulte de XIII].

On a a0 = 1/4 ∈ D1. On pose I(c) = [θ−(c), θ+(c)]. On définit la nervure combi-

natoire N(tn) et la nervure combinatoire stricte N∗(tn) par :

N∗(tn) = {c ∈ D | tn est le chef-lieu de I(c)}
N(tn) = {c ∈ D | (∃ θ′, θ′′ associés à c) tn est le chef-lieu de [θ′, θ′′]}.

Remarque. — Si, comme on l’imagine, M est localement connexe et tout point c ∈
D1∪D2 n’a pas d’autre argument externe dansM que ses arguments combinatoirement

associés, on a : N(tn) = n(tn)∩D et N∗(tn) = n
∗(tn)∩D en vertu de la proposition 2.

4. Ordre sur D

Pour c ∈ D, posons I(c) = [arg−(c), arg+(c)]. Nous écrirons c < c′ si I(c) % I(c′)

ou si c est la racine et c′ le centre d’une même composante hyperbolique de
◦

M . Nous

écrirons c 6 c′ si c < c′ ou c = c′. On définit ainsi un ordre sur D.

Proposition 3. — Soient c et c′ dans D. On a I(c) ⊃ I(c′) ou I(c′) ⊂ I(c) ou I(c) ∩
I(c′) = ∅.

Démonstration. — Si c est le centre d’une composante hyperbolique W , notons c1
la racine de W ; posons c1 = c si c ∈ D1 ∪ D2. Si c n’est pas extrémal(2), L(c) =

R(M, θ−(c)) ∪ R(M, θ+(c)) ∪ {c1} est homéomorphe à R, et L(c) a 2 composantes

connexes V0(c) et V1(c) (on convient que R(M, 0) ⊂ V0(c)). Si c1 = c′1, on a I(c) =

I(c′). Sinon, on a L(c) ∩ L(c′) = ∅, d’où V1(c) $ V1(c
′) ou V1(c) % V (c′) ou V1(c) ∩

V1(c
′) = ∅, d’où la conclusion. Cqfd.

Corollaire 1. — Dans l’ensemble ordonné D, toute partie majorée est totalement or-

donnée.

Démonstration. — Soit X une partie majorée par un point ĉ. Pour c et c′ dans X ,

on a I(c) ⊃ I(ĉ), I(c′) ⊃ I(ĉ), donc I(c) ∩ I(c′) 6= ∅, d’où c 6 c′ ou c′ 6 c. Cqfd.

Corollaire 2. — Pour tout n 6= 0, l’ensemble N ∗(tn) est un ensemble totalement or-

donné, dont an est le plus grand élément.

Remarque. — N(a) = N∗(0) = {1/4, 0} avec a0 = 1/4, 0 > 1/4.

Proposition 4. — Soient c et c̃ deux éléments de N(tn) avec c̃ ∈ N(tn)rN∗(tn) ; alors

c̃ 6 c.

(2)Si c est extrémal ou c = 0, I(c) est réduit à un point ou I(c) = [0, 1].
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Démonstration. — Si c est extrémal, c = tn et c̃ 6 c. On suppose c non extrémal.

Soient θ′ et θ′′ des arguments associés à c tels que tn soit le chef-lieu de [θ′, θ′′]. On

définit L(θ′, θ′′) de la façon suivante :

Si c ∈ D1 ∪ D2, on pose L(θ′, θ′′) = R(M, θ′) ∪ R(M, θ′′) ∪ {c}.
Si c ∈ D0, notons c′1 et c′′1 les points d’aboutissement de R(M, θ′) et R(M, θ′′). On

a c′1 et c′′1 ∈ ∂W , où W est la composante de centre c.

Si c′1 = c′′1 , on pose L(θ′, θ′′) = R(M, θ′)∪R(M, θ′′)∪c′1. Sinon, on pose L(θ′, θ′′) =

R(M, θ′)∪R(M, θ′′)∪ [c, c′1]W ∪ [c, c′′1 ]W . Dans tous les cas, L(θ′, θ′′) est homéomorphe

à R, et CrL(θ, θ′) a deux composantes connexes V0(θ, θ
′) et V1(θ, θ

′), avecR(M, 0) ⊂
V0(θ, θ

′).

On a V1(θ, θ
′) ∩ V1(c̃) 6= ∅, car ces deux ensembles contiennent R(M, tn), et

V1(θ
′, θ′′) % V1(c̃) car I(c̃) contient un tn, avec n′ < n et [θ′, θ′′] non. Si c̃1 6= c′1, c

′′
1 ,

on a L(θ′, θ′′) ∩ L(c̃ = ∅, d’où V1(θ
′, θ′′) ⊂ V1(c̃) et c̃ 6 c. Si on avait c̃1 = c′1 6= c1,

on aurait V1(c̃) ⊂ V1(θ
′, θ′′) ce qui n’est pas le cas. Si on avait c̃1 = c′1 = c′′1 = c1, on

aurait V1(θ
′, θ′′) = V1(c̃), ce qui est impossible. On est donc dans le cas c̃1 6= c′1, c

′′
1 ,

et on a c̃ 6 c. Cqfd.

Corollaire et Définition. — L’ensemble N(tn) r N∗(tn) a au plus un point. S’il a un

point, c’est le plus petit élément de N(tn), on dit que c’est l’origine de la nervure

N(tn).

Nous montrerons — c’est le théorème principal de la théorie des nervures — que

toute nervure N(tn) a une origine.
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EXPOSÉ XXI

ARBRE DE L’ORIGINE D’UNE NERVURE DE M

1. Arbres de Hubbard abstraits

Nous appelons arbre de Hubbard abstrait un arbre topologique fini H , muni d’une

suite prépériodique (xn) de points, et d’une classe d’isotopie de plongements H → C
(ou ce qui revient au même d’un ordre cyclique sur les brins aux points de branche-

ment), satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Toute extrémité est l’un des (xi) ;

(ii) H coupé en x0 a au plus 2 composantes ;

(iii) Il existe une application continue F : H → H injective et préservant l’ordre

cyclique aux points de branchement sur chacune des composantes de H coupé en x0,

et telle que F (xi) = xi+1 pour tout i.

L’application F est déterminée de façon unique, à isotopie laissant fixe les points

remarquables près.

Un arbre de Hubbard abstrait est dit périodique ou strictement prépériodique sui-

vant que x0 est périodique ou strictement prépériodique pour F .

L’arbre de Hubbard d’un polynôme f : z 7→ z2 + c tel que 0 soit prépériodique a

un arbre abstrait sous jacent.

Étant donné un arbre de Hubbard abstrait H , on peut définir arg−(H) et arg+(H),

ainsi que les arguments associés à H , par les algorithmes décrits en VII, en XX et en

XVIII.

2. Résultats et notations

Soit τ ∈ Q/Z un élément de la forme p/2k. Nous avons l’intention de montrer que

la nervure combinatoire N(τ) de M a une origine dans D0 ∪ D2.

Dans cet exposé, nous allons construire un arbre abstrait
∨

H ayant des propriétés

telles que, s’il est l’arbre d’un point
∨
c ∈ D0 ∪D2, le point

∨
c est l’origine de la nervure

N(τ).

Théorème. — Il existe un arbre de Hubbard abstrait
∨

H ayant les propriétés suivantes :

a) τ appartient à I(
∨

H) = [arg−(
∨

H), arg+(
∨

H)] sans en être le chef-lieu.

b) Il existe deux arguments θ′ et θ′′ associés à
∨

H tels que τ soit le chef-lieu de

[θ′, θ′′].
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Dans la suite, on fixe τ = p/2k (avec k > 1, p impair, 0 < p < 2k). Soit c = aτ le

point d’aboutissement de R(M, τ). On pose f = fc : z 7→ z2 + c, K = Kc, H = Hc

(arbre de Hubbard de f), β = βc (point fixe de f d’argument externe 0). On a

fk(c) = fk+1(0) = β, fk−1(c) = −β, le compact K est plein, connexe, localement

connexe et d’intérieur vide. Pour x et y dans K, on note [x, y] l’arc de x à y dans K ;

plus généralement, pour toute partie finie A de K, on note [A] l’enveloppe connexe

de A dans K. On pose xn = fn(0). Si X est un arbre et z ∈ X , on note νX (z) le

nombre de brins de X en z.

3. Rang d’un point de K

Pour z ∈ K, on pose rg(z) = inf{r | f r(z) ∈ [β,−β]}. On a donc rg(z) = ∞ si

(∀ r) fr(z) 6∈ [β,−β], et rg(z) = 0 si z ∈ [β,−β]. Si rg(z) > 0, on a rg(f(z)) = rg(z)−1.

On a rg(c) = k−1. En effet, fk−1(c) = −β ∈ [β,−β], et si k > 2, fk−2(c) ∈ f−1(−β) ;

c’est un point extrémal de K distinct de β et −β, donc n’appartenant pas à [β,−β].

Remarques

1) Si rg(z) = r > 0, on a f r(z) ∈ [0,−β]. En effet, f([β, 0]) = [β, x] ⊃ [β, 0]. Par

suite, f−1([β, 0]) ⊂ [0, β] ∪ [0,−β] = [β,−β], et si f s(z) ∈ [0, β] avec s > 0, on a

fs−1(z) ∈ [β,−β] et s > rg(z).

2) Si rg(z) = r, le point z a deux arguments externes t et t′ dans K, admettant

en base 2 des développements t = .ε1ε2 . . . εn . . . , t
′ = ε′1ε

′
2 . . . tels que εi = ε′i pour

i 6 r, ε′n+1 6= εr+1 (éventuellement t = t′, mais avec deux développements différents).

En effet, un point de [β,−β] a deux arguments externes t = .0 . . . et t′ = .1 . . . , et

cela caractérise les points de [β,−β], et les arguments externes de f i(z) s’obtiennent

à partir des arguments externes de z par multiplication par 2i, ce qui se traduit sur

l’écriture en base 2 par la suppression des i premiers chiffres.

4. L’arbre Zr

Pour tout r ∈ N, on note Zr l’ensemble des z ∈ K tels que rg(z) 6 r. On a :

Zr+1 = f−1(Zr) ∪ [+β,−β].

Proposition 1. — L’ensemble Zr est l’enveloppe connexe dans K de f−(r+1)(β).

Démonstration par récurrence sur r. — On a Z0 = [β,−β] = [f−1(β)]. Mettons K

sous la formeK+∪K−, avecK+∩K− = {0},K− = −K+, et pour toute partie A deK

posons A+ = A ∩ K+, A− = A ∩ K−. L’application f induit un homéomorphisme

de (f−1(Zr))+ sur Zr et de même pour (f−1(Zr))−. Si Zr = [f−(r+1)(β)], on a

(f−1(Zr))+ = [(f−(r+2)(β))+], et de même avec −.
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Pour toute partie finie A de K contenant β et −β, on a [A] = [A+]∪ [A−]∪ [β,−β].

Par suite,

[f−(r+2)(β)] = [f−1(Zr)]+∪(f−1(Zr))−∪ [β,−β] = f−1(Zr)∪ [β,−β] = Zr+1. Cqfd.

Corollaire. — Pour tout r, l’ensemble Zr est un arbre topologique fini.

Proposition 2. — Pour r ∈ N, l’ensemble Zr+1 rZr ne contient aucun point de bran-

chement de Zr+1.

Démonstration par récurrence sur r. — Puisque 0 ∈ Z0, f induit une application

localement injective Z1rZ0 → Z0. Or, Z0 = [−β, β] n’a pas de point de branchement.

Donc, Z1 r Z0 n’a pas de point de branchement. Pour chaque r > 1, l’application f

induit une application localement injective de Zr+1 r Zr dans Zr r Zr−1. On voit

alors par récurrence que Zr+1 r Zr n’a pas de point de branchement. Cqfd.

Proposition 3. — Pour r > k − 1, on a f(Zr) ⊂ Zr.

Démonstration. — Pour tout r ∈ N, on a f(Zr) ⊂ Zr−1∪ f([β,−β]) = Zr−1∪ [β, x1],

et Zr−1 ⊂ Zr. Mais si r > k − 1, on a [β, x1] ⊂ Zr, d’où f(Zr) ⊂ Zr. Cqfd.

5. Le point y1

On a x1 ∈ Zk−1 r Zk−2 puisque rg(x1) = k − 1. Notons y1 la projection de x1 sur

Zk−2, c’est-à-dire le premier point (en partant de x1) où l’arc [x1, 0] rencontre Zk−2.

On pose yn = fn−1(y1).

Proposition 4. — Le point y1 est un point de branchement de Zk−1.

Démonstration. — Pour z ∈ K, si z 6= 0 et si f(z) est extrémal dansK, z est extrémal.

Comme β est extrémal (VII, §3, lemme 1), si fn(z) = β et f i(z) 6= 0 pour 0 6 i 6 n,

le point z est extrémal. En particulier, si fk(z) = β, z est extrémal dans K.

Or y1 n’est pas un point extrémal de Zk−1 puisque y1 ∈ [0, x1[⊂ ]β, x1[. Donc

fk(y1) 6= β et y1 n’est pas non plus un point extrémal de Zk−2. Il y a donc au moins

deux brins de Zk−2 en y1, et [y1, x1] est un brin de Zk−1 en y1, distincts des précédents

puisque [y1, x1] ∩ Zk−2 = {y1} par définition de y1. Cela fait donc au moins 3 brins

de Zk−1 en y1. Cqfd.

Corollaire. — Le point y1 est prépériodique pour f .

Démonstration. — Le point x1 = f(0) est un point extrémal de Zk−1. Par suite, 0

n’est pas un point de branchement de Zk−1, et si z est un point de branchement de

Zk−1 (avec νk−1(z) brins, νk−1(z) > 3), il en est de même de f(z) (avec νk−1(f(z)) >

νk−1(z)). Comme le nombre de points de branchement de Zk−1 est fini, tout point de

branchement est prépériodique. Cqfd.
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Puisque f−1(x1) = {0}, l’ensemble f−1([y1, x1]) est un arc [δ,−δ]. Les points δ

et −δ sont les points de f−1(y1). L’arc ouvert ]δ,−δ[ ne contient aucun point de

branchement Zk−1, puisque f(]− δ, δ[) =]y1, x1], et que cet arc, contenu dans Zk−1 r
Zk−2, ne contient aucun point de branchement de Zk−1 (proposition 2).

En particulier, (∀n), yn 6∈ ]δ,−δ[.
Nous allons maintenant définir un point y0 : Si y1 est périodique de période k, on

a yk = δ ou −δ. On pose alors y0 = yk. Si y1 est strictement prépériodique, on a

yn 6∈ {δ,−δ} pour tout n, on prend pour y1 l’un quelconque des points δ ou −δ.

6. L’arbre
∨

H

On note
∨

H l’enveloppe connexe des (yn)n>0 dans Zk−1 (ou dans K ce qui revient

au même).

Proposition 6. — On a f(
∨

H) ⊂
∨

H ∪ [y1, x1] et
∨

H ∩ [y1, x1] = {y1}.

Démonstration. — Soient (Zk−1)+ et (Zk−1)− les composantes de Zk−1 coupé en 0,

et posons
∨

H+ =
∨

H ∩ (Zk−1)+, et de même pour H−. L’ensemble H+ est l’enveloppe

connexe des (yn)n∈Λ+ , où Λ+ = {n | yn ∈ (Zk−1)+}, et éventuellement de 0. Alors,

f(
∨

H+) ⊂ [{yn+1}n∈Λ+ , x1], f(
∨

H−) ⊂ [{yn+1}n∈Λ− , x1],

et

f(
∨

H) ⊂ [{yn}, x1],=
∨

H ∪ [y1, x1].

La deuxième assertion résulte du fait que ]y1, x1] ne contient aucun point de branche-

ment de Zk−1, donc aucun des yn. Cqfd.

Remarque. — On peut montrer, en utilisant le fait que f est sous-hyperbolique, que

f(
∨

H) =
∨

H ∪ [y1, x1], sauf si
∨

H = {y1}, ce qui se produit si y1 est un point fixe de f .

Exemple :

H = 0

12

z=4

Proposition 7. — Le point y1 est un point extrémal de
∨

H.

Démonstration. — On écrira
∨
ν(z) pour ν ∨

H
(z).

Si y1 est périodique de période K, on a :

∨
ν(y1) 6

∨
ν(y2) 6 · · · 6 ∨

ν(yk) 6
∨
ν(y1) + 1

en vertu de la proposition 6 et du fait qu’aucun des yi n’est 0. Or
∨

H a au moins une

extrémité. On a donc :
∨

H(y1) 6 1.
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Si y1 est strictement prépériodique, on a :

∨
ν(y0)− 1 6

∨
ν(y1) 6

∨
ν(y2) 6 · · · .

Or
∨

H n’est pas réduit à un point, il a au moins 2 extrémités, d’où
∨
ν(y1) = 1. Cqfd.

7. Condition de Hubbard pour
∨

H

L’arbre
∨

H est muni de la topologique et du plongement dans C induits par ceux

de K (ou de Zk−1, ou de H), et des points (yn).

Proposition 8. — L’arbre
∨

H est un arbre de Hubbard abstrait.

Démonstration. — La condition (i) de la définition du §2 résulte du fait que
∨

H est

l’enveloppe connexe des yi. On a
∨
ν(y0) 6

∨
ν(y1)+1 6 2, d’où (ii). Nous allons montrer

qu’on a la condition (iii).

Posons
∨

f = ρ◦f , où ρ : Zk−1 → Zk−1 cöıncide avec l’identité sur Zk−1 r ]y1, x1], et

applique [y1, x1] sur y1. On a
∨

f(
∨

H) ⊂
∨

H en vertu de la proposition 6, et
∨

f(yn) = yn+1

pour tout n. Malheureusement f est constante sur [δ,−δ] = [y0,−y0].
Si

∨

H∩]y0,−y0] = ∅ (ce qui en fait ne se produit que siH = y1),
∨

f est injective sur
∨

H

et
∨

H est un arbre de Hubbard abstrait. On suppose maintenant que cette intersection

est 6= ∅, d’où [y0,−y0] ⊂
∨

H . Dans le cas périodique comme dans le cas prépériodique,

le point −y0 n’est pas un point marqué de
∨

H . On a
∨
ν(−y0) 6

∨
ν(y1) + 1 6 2, donc

c’est un point ordinaire ou une extrémité. Mais, si c’était une extrémité, ce serait un

point marqué. C’est donc un point ordinaire (
∨
ν = 2), i.e. un point non remarquable.

Soit α le premier point remarquable après −y0 en venant de y0. L’application
∨

f |[α,y0]

est injective sur [α,−y0] et constante sur [−y0, y0].

On peut trouver une application continue F :
∨

H →
∨

H qui cöıncide avec
∨

f (donc

avec f) sur
∨

H r ]α, y0[, et au voisinage de α, et qui est injective sur [α, y0] avec

F ([α, y0]) =
∨

f([α,+y0]) =
∨

f([α,−y0]). Comme
∨

f est injective sur chacune des 2 com-

posantes de
∨

H r ]− y0, y0[, l’application F est injective sur chacune des composantes

de
∨

H coupé en y0. On a bien sûr F (yn) = yn+1 pour tout n. Par suite,
∨

H est un arbre

de Hubbard abstrait. Cqfd.

8. Arguments externes de y1

Proposition 9

a) Si y1 est strictement prépériodique, les arguments externes de y1 sont les mêmes

dans H et dans
∨

H.
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b) Si y1 est périodique, tout argument externe de y1 dans H appartient à I(
∨

H) =

[arg−(
∨

H), arg+(
∨

H)].

c) Si y1 est périodique, les arguments dans H des accès à y1 adjacents à [y1, x1]

sont associés à H.

Démonstration. — Posons H̃ =
∨

H ∪ [β,−β]. L’application F̂ : H̃ → H̃ qui cöıncide

avec F sur
∨

H et avec f (et
∨

f) sur [β,−β]r
∨

H est injective sur chacune des composantes

de H̃ coupé en y0, prolonge F et applique β et −β sur β. Par suite, H̃ n’est autre que

l’arbre obtenu en complétant
∨

H (cf. VII).

a) L’orbite directe de y1 ne rencontre pas [δ,−δ], donc au voisinage de chacun de

ses points, F cöıncide avec f . L’arbre H qu’on obtient en faisant bourgeonner H̃ ,

comme indiqué en VII (paragraphe 4) s’identifie à un voisinage de
∨

H dans H . Si ξ

est un accès à y, relativement à H , ou à
∨

H ce qui revient au même, les fn(ξ) et

Fn(ξ) cöıncident, donc les chiffres du développement en base 2 sont les mêmes pour

les arguments de ξ relativement à H et
∨

H .

b) Notons Θ l’ensemble des arguments externes de y1 dansH (i.e. dansK). Notons

θ− et θ− le plus petit et le plus grand élément de Θ, et soit θ ∈ Θ. Soit χ la période

de y1, et pour tout t ∈ [0, 1[ muni d’un développement en base 2 soit εi(t) le i-ème

chiffre après la virgule de ce développement.

Les arguments
∨

θ− = arg−(
∨

H) et
∨

θ+ = arg+(
∨

H) sont caractérisés par le fait

qu’ils ont un développement périodique de période χ, avec εi(
∨

θ−) = εi(θ−)

et εi(
∨

θ+) = εi(θ+) pour 1 6 i 6 χ. Pour chaque s ∈ N, on a 2sχθ ∈ Θ,

donc (.εsχ+1(θ), . . . , εsχ+χ(θ)) est compris entre (.εsχ+1(θ−), . . . , εsχ+χ(θ−)) et

(.εsχ+1(θ+), . . . , εsχ+χ(θ+)). Par suite
∨

θ− 6 θ 6
∨

θ+.

c) Soit χ la période de y1. Posons q = νZk−1
(y1) et définissons p1 par la condition

que le brin [y1, x1] est le p1-ème après [y1, β] en tournant dans le sens direct. Soit z1
un point sur ]y1, x1[ voisin de y1, posons zn = fn−1(z1) pour n 6 χq + 1. Le point

zχq1+1 est aussi sur ]y1, x1[.

Notons
∨

H1 l’enveloppe connexe de {z1, . . . , zχq} dans Zk−1. Définissons α comme

dans la démonstration de la proposition 8. On peut construire F1 : Zk−1 → Zk−1

cöıncidant avec f sur Zk−1 r ]y0, α[, ainsi que sur chacun des [yi, zi+sq ] pour 0 6 i 6

χ− 1 et q tel que 1 6 i+ sq 6 kq − 1, avec F1(zχq) = z1, et F1 injective sur chacune

des composantes de
∨

H1 coupé en z0 = zχq .

L’arbre
∨

H1 est un arbre de Hubbard abstrait, qui s’identifie à l’arbre obtenu à

partir de
∨

H par bifurcation d’argument p/q1. Comme en (a), les arguments de x1

sont les mêmes dans H et dans
∨

H1. Les arguments des accès adjacents à [x1, z1]

(i.e. à [x1, y1]) sont donc arg−(
∨

H1) et arg+(
∨

H1), ils sont associés à
∨

H . Cqfd.
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9. Démonstration du théorème

Notons θ− et θ+ le plus petit et le plus grand argument externe de y1 dans K

(ou dans Zk−1, c’est pareil). Notons θ′ et θ′′ les arguments externes des accès à y1

relativement à Zk−1 adjacents à [y1, x1], avec θ′ < θ′′. On a donc θ− 6 θ′ < θ′′ 6 θ+.

Les arguments θ′ et θ′′ sont associés à
∨

H .

L’argument externe de x1 dans K est τ et on a θ′ < τ < θ′′. Pour tout τ ′ = p′/2k′

avec k′ < k, le point γ(τ ′) de K, d’argument externe τ ′, est une extrémité de Zk−2,

donc τ ′ 6∈ [θ′, θ′′]. L’argument τ est donc le chef-lieu de [θ′, θ′′].

Le point y1 n’est pas un point extrémal de Zk−2, donc il existe un point extrémal

ζ ∈ Zk−2 tel que y1 ∈ ]β, ζ[. On a argK(ζ) ∈ [θ−, θ+], et argK(ζ) est de la forme

p′ · 2k′

avec k′ < k (proposition 1). Par suite, τ n’est pas le chef-lieu de [θ−, θ+].

On a I(
∨

H) ⊃ [θ−, θ+] ⊃ [θ′, θ′′], donc τ appartient à I(H) sans en être le chef-

lieu. Cqfd.
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EXPOSÉ XXII

ADRESSES

1. Origine d’une nervure

Nous gardons les notations des deux exposés précédents. H est l’ensemble des

classes d’isomorphisme d’arbres de Hubbard abstraits. Pour chaque H ∈ H, on a

défini les arguments associés et l’intervalle I(H) = [arg−(H), arg+(H)].

Ceci permet de définir des nervures en termes d’arbres : pour τ = p/2k avec k > 0,

NH(τ) = {H ∈ H | (∃ θ′, θ′′ associés à H) τ est le chef-lieu de [θ′, θ′′]}
N∗

H(τ) = {H ∈ H | τ est le chef-lieu de I(H)}.

Nous avons montré dans XXI le théorème suivant :

Théorème 1H. — Pour tout τ de la forme p/2k avec k > 0, il existe un arbre
∨

H ∈
NH(τ) rN∗

H(τ).

Mais nous ne savons pas si le
∨

H ainsi construit est bien l’arbre d’un point c de

D0 ∪ D2.

Cependant, nous allons montrer le

Théorème 2. — Il existe c ∈ D0 ∪ D2 tel que tout argument associé à
∨

H soit associé

à c.

Nous en déduisons aussitôt le

Théorème 1D. — Pour tout τ = p/2k, k > 0, la nervure ND(τ) a une origine.

La nervure ND(0) se compose des points 0 et 1/4. Nous conviendrons que 1/4 est

l’origine de ND(0), bien qu’il appartienne à N∗
D(0). Dans la suite, nous écrirons N

pour ND.
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Nous appellerons arguments propres d’un arbre abstrait H ses arguments associés

s’il est prépériodique, mais seulement les arguments arg−(H) et arg+(H) s’il est pé-

riodique ; pour c ∈ D1 ∪ D2, les arguments propres de l’arbre fc sont les arguments

associés à c, c’est-à-dire les arguments externes de c dans M .

Nous fixerons un τ = p/2k, k > 0 ; nous noterons cτ le point de M d’argument

externe τ , H l’arbre de Hubbard de fcτ .

Construction du point annoncé au théorème 2. — On prend les arguments propres

θ1 . . . θn de
∨

H ; on regarde les points deD0∪D2 plus petits que cτ (au sens de la relation

< de (XX, 4)) dont l’arbre admet un 2iθj (i > 0, 1 6 j 6 n) pour argument propre.

Ceux-ci sont en nombre fini ; comme l’ensemble des points de D0 ∪ D2 plus petits

que cτ est totalement ordonné (XX, prop. 3, cor. 1), il y a un plus grand élément c

parmi les points avant cτ dont l’arbre admet un 2iτj pour argument propre : nous

montrerons que c répond à l’énoncé du théorème 2.

Pour c1 ∈M , ∼c1 désigne la relation d’équivalence sur Q/Z définie par

θ ∼c1 θ
′ ⇐⇒ θ et θ′ sont arguments externes du même point de Kc1 .

Nous allons maintenant montrer comment
∨

H permet de définir une relation ∼H

sur

A = {2iθj | i > 0, 1 6 j 6 n} ∪ { 1
2 + 2iθj | i > 0, 1 6 j 6 n}.

La construction de l’arbre complété de
∨

H au début de la démonstration de la pro-

position 9 de XXI et l’algorithme décrit dans XVIII §3, permettent, pour tout point

prépériodique de
∨

H , de définir des « arguments combinatoires associés » rationnels.

Contrairement à ce qui se produit dans les ensembles de Julia, il se peut que deux

points distincts de H aient des arguments combinatoires égaux.

Pour θ, θ′ ∈ A, on posera θ ∼ ∨
H
θ′ lorsqu’il existe un point de

∨

H de la forme yi

ou −yi admettant α et α′ pour arguments combinatoires. (Nous ne prétendrons pas

pour l’instant que ∼ ∨
H

est une relation d’équivalence.)

On a défini yi pour tout i > 0 avec yi+1 = f(yi), f étant la dynamique sur
∨

H ; pour

i > 1 dans le cas prépériodique, i > 0 dans le cas périodique, yi est aussi un point

bien défini de H .

La proposition suivante complète la proposition 9 de XXI :

Proposition 1

a) Tous les éléments de A sont arguments externes de points yi ou −yi (i > 1)

de H.

b) Pour tout i > 0, les arguments combinatoires de yi dans
∨

H sont des arguments

externes de yi dans H.

Démonstration
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a) θj est un argument externe de y1 (1 6 j 6 n), donc pour i > 0, 2iθj est un

argument externe de yi+1 ; 1
2 + 2iθj est alors un argument externe de −yi.

b) Dans le cas prépériodique comme dans le cas périodique, avec les notations de

XXI, yi 6∈ [−δ, δ] et on peut recopier la preuve de XXI, proposition 9 a). Cqfd.

Corollaire. — ∼H= (∼cτ )|A.

On notera γM (α) le point de M d’argument externe α pour α ∈ Q/Z.

Lemme 1. — Soit U la composante connexe de M r {γM (2iθj) | i > 0, 1 6 j 6 n}
contenant cτ . Sur U , (∼c)|A est constante.

Démonstration. — Soient θ, θ′ ∈ A. Montrons que l’ensemble des c1 ∈ U tels que

θ ∼c1 θ
′ est ouvert et fermé dans U .

Il est fermé car θ ∼c1 θ′ ⇐⇒ γc1(θ) = γc1(θ
′) où γc1(θ) (resp. γc1(θ

′))désigne

l’aboutissement du rayon d’argument θ (resp. θ′) dans Kc1 , et γc1(θ) comme γc1(θ
′)

est une fonction continue de c1 (cf. XVII ; on n’utilise ici en fait que le cas « facile »
du théorème).

Il est ouvert car par le choix des points retirés à M , γc1(2
iθj) ou γc1(

1
2 +2iθj) (pour

i > 0, 1 6 j 6 n) est prépériodique répulsif et pas dans l’orbite inverse de zéro pour

fc1 , donc il n’existe au voisinage de c1 qu’une détermination prépériodique du même

type possible pour la fonction continue γc1(2
iθj) ou γc1(

1
2 + 2iθj). Cqfd.

Lemme 2

– Si c est périodique, (∼cτ )|A= (∼c)|A.

– Si c est strictement prépériodique, le graphe de (∼c)|A contient celui de (∼cτ )|A.

Démonstration

– Dans le cas périodique, U définie au lemme 1 contient c, car sans cela l’un des

points γM (2iθj) (i > 0, 1 6 j 6 n) serait compris entre c et cτ au sens de la relation

d’ordre sur D, ce qui contredirait la construction de c. Dès lors, le lemme 1 entrâıne

(∼cτ )|A = (∼c)|A.

– Dans le cas strictement prépériodique, on peut seulement dire que c ∈ U par le

même raisonnement ; les relations α ∼ α′ ouvertes en c (i.e. α 6∼c α
′) le restent au

voisinage de c donc dans U , d’où l’inclusion annoncée. Cqfd.

Remarque. — Ce qui peut se produire dans ce cas, c’est, si c est de la forme γM (2iθj)

avec io > 0 et 1 6 j 6 n, que les 2ioθj et les 1
2 +2ioθj , non liés pour ∼c0 se regroupent

pour ∼c ; pour i < io, les 2iθj et les 1
2 + 2iθj aboutissent dans Kc en des points

opposés, donc ne se lient pas mutuellement.

On en déduit donc, compte tenu du corollaire de la proposition 1 :

Corollaire. — Si c est dans D0,∼ ∨
H

= (∼c)|A.
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Preuve du théorème 2

Cas où H est périodique. — Il y a ici seulement deux θj : θ1 et θ2, qui sont à dénomi-

nateur impair. Par définition de c, un argument propre au moins de l’arbre associé à c

est de la forme 2iθj (i > 0, j = 1, 2) ; quitte à renuméroter θ1 et θ2, nous supposerons

que c’est 2iθ1 qui est dénominateur impair : c est donc dans D0.

Vu la construction purement arithmétique des arguments associés à un arbre pé-

riodique en fonction des arguments propres faite en XVIII, §3, il suffit de montrer

que l’arbre associé à c et
∨

H ont mêmes arguments propres. Puisqu’il est égal à l’arbre

associé à c (cf. XVIII prop. 1 et 2), on pourra regarder l’arbre à la racine c1 de la

composante hyperbolique de M dont c est le centre.

– Cas où c1 est racine d’une composante primitive (i.e. la valeur propre du cycle

indifférent rationnel est 1). Dès lors, tout rayon aboutissant au point du cycle indif-

férent rationnel qui attire c1 dans Kc1 fournit un argument propre de c1 ; puisqu’il

arrive deux rayons externes de M en c1, il y a exactement deux tels rayons. On a

2i0θ1 ∼ ∨
H

2i0θ2, donc 2i0θ1 ∼c1 2i0θ2 et les arguments propres de l’arbre de c1 sont

donc 2i0θ1 et 2i0θ2 pour un i0 > 0. Il reste à montrer que i0 = 1 : sur un cercle,

joignons par un segment le point d’argument 2iθ1 et le point d’argument 2iθ2 d’une

part, le point d’argument 1
2 + 2iθ1 et le point d’argument 1

2 + 2iθ2 d’autre part, pour

chaque i. Si k est la période de θ1 ou θ2 pour la multiplication par 2, i0 se reconnâıt

à ce que les segments de 2i0+k−1θ1 à 2i0+k−1θ2 et de 1
2 + 2i0+k−1θ1 à 1

2 + 2i0+k−1θ2
délimitent une région qui contient le centre du cercle ; or c’est précisément le cas pour

i0 = 1 (les rayons d’arguments 2kθ1, 2kθ2,
1
2 + 2kθ1 et 1

2 + 2kθ2 aboutissant dans H

en δ et −δ avec les notations de XXI).

θ1 et θ2 sont bien les arguments propres de c1.

– Cas où c1 n’est pas primitive. Ici fc1 agit transitivement sur les rayons aboutissant

aux points du cycle indifférent rationnel ; comme θ1 ∼ ∨
H
θ2, on a aussi θ1 ∼c1 θ2, donc

θ2 est de la forme 2aθ1 pour un a > 0. Comme dans le cas où c1 est primitive, joignons

par un segment les 2iθ1 aux 2iθ2 et les 1
2 + 2iθ1 aux 1

2 + 2iθ2. Là encore les segments

de 2kθ1 à 2kθ2 et 1
2 + 2kθ1 à 1

2 + 2kθ2 délimitent une région qui contient le centre du

cercle, ce qui montre que ce sont bien θ1 et θ2 qui sont dans Kc1 les rayons adjacents

au pétale contenant c1, et ce sont bien les arguments propres de c1.

Cas où H est strictement prépériodique. — Comme dans le cas précédemment traité,

joignons sur un cercle les points d’arguments α et α′ pour tout couple α, α′ de points

de A équivalents par ∼H , et qui sont donc aussi équivalents pour ∼c (cf. lemme 2).

– Cas où c ∈ D0. On va montrer que ce cas ne peut se produire. Il ne suffit pas ici de

regarder ∼ ∨
H

, mais il faut revenir à ∼cτ , égale à ∼c sur A d’après le lemme 2. On peut

alors, dans le schéma auxiliaire, ajouter des segments entre les arguments externes

de δ (resp. −δ). Comme δ et −δ sont de part et d’autre de zéro sur H (cf. XXI, §5 :

il n’y a pas de point de branchement de Zk−1 sur ]− δ, δ[), on peut donc trouver α et
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α′ tels que 2α et 2α′ soient un θj et un θj′ (1 6 j 6 n, 1 6 j′ 6 n), dont les rayons

associés aboutissent dans Kcτ en δ, et tels que sur le schéma auxiliaire, les segments

de α à α′ et de 1
2 + α à 1

2 + α′ séparent le centre du cercle de tous les segments

correspondant à (∼ ∨
H

)|A. On a alors la situation suivante :

2k−1θ

2k−1θ′

1
2+2k−1θ

1
2+2k−1θ′

α

α′
1
2+α

1
2+α′

Si θ et θ′ sont les arguments propres de l’arbre de c, et k l’ordre du cycle de fc,

on a alors une absurdité, car le raisonnement du lemme 1 montre que R(Kc, α) et

R(Kc, α
′) aboutissent encore en un même point, qui devra être sur l’arc réglementaire

dans Kc joignant les aboutissements de R(Kc, 2
k−1θ) et R(Kc,

1
2 + 2k−1θ) ; mais cet

arc est dans
◦

Kc, d’où une contradiction.

– Cas où c ∈ D2. On peut définir α et α′ comme ci-dessus. Si un 2iθj (1 6 j 6 n,

i > 0) est argument propre de l’arbre de c, tous les autres 2iθj′ (1 6 j′ 6 n) le

sont aussi, puisqu’ils sont ∼c équivalents à 2iθj . Supposons que ce soit le cas pour un

i0 > 0. D’après la remarque qui suit le lemme 2, tous les 2i0−1θj et les 1
2 + 2i0−1θj

(1 6 j 6 n) sont alors ∼c équivalents. On a donc une situation :

2i0−1θ1

2i0−1θ2

1
2+2i0−1θ1

1
2+2i0−1θ2

αα′

1
2+α 1

2+α′

Comme la relation ∼c est non croisée, cela impose que R(Kc, α) aboutisse aussi en

zéro, ce qui est impossible puisque 2i0−1θj est de la forme 2pα avec p 6= 0 et 0 n’est

pas périodique pour fc.

Comme un 2iθj (i > 0, 1 6 j 6 n) au moins est argument associé à c par choix de

c, les θj (1 6 j 6 n) sont bien des arguments propres de l’arbre de c. Cqfd.
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2. Adresses finies

Soit c un point de D. Une adresse finie pour c est une suite finie

(c0, τ0, c1, τ1, . . . , cr−1, τr−1, cr)

telle que :

(a) c0 = 1/4 ; τ0 = 0 et c1 = 0 si r > 1.

(b) cr = c.

(c) ci est l’origine de N(τi) pour i = 0, . . . , r − 1.

(d) ci+1 ∈ N∗(τi) pour i = 0, . . . , r − 1.

Proposition 2. — Soit c ∈ D tel que I(c) ne soit pas réduit à un point, ou soit de la

forme {p/2k}. Alors, c admet une adresse finie unique.

Démonstration. — Posons c′0 = c, et définissons c′i, τ
′
i par récurrence. Pour tout i,

τ ′i est le chef-lieu de I(c′i), et c′i+1 est l’origine de N(τ ′i ). (Remarquons que les I(c′i)

vont en croissant, de sorte que le chef-lieu de I(c′i) est défini pour tout i.) Le nombre

τ ′i est de la forme p′i/2
k′

i , et les k′i vont en décroissant strictement jusqu’à ce qu’ils

s’annulent. Il existe donc un r tel que k′r−1 = 0, i.e. τ ′r−1 = 0, d’où c′r = 1/4. On pose

alors ci = c′r−i et τi = τ ′r−1−i, et (c0, τ0, . . . , τr−1, cr) est une adresse finie de c. Il est

clair qu’une adresse finie de c est nécessairement obtenue ainsi, d’où l’unicité. Cqfd.

Remarques

1) Soit c ∈ D ayant pour adresse (c0, τ0, c1, τ1, . . . , cr). On a c0 < c1 < · · · < cr.

L’ensemble des points antérieurs à c est [c0, c1]N(τ0) ∪ · · · ∪ [cr−1, cr]N(τr−1). Si c′ ∈
]ci−1, ci], le point c′ admet pour adresse (c0, τ0, . . . , ci−1, τi−1, c

′).

2) On peut définir des adresses infinies, en remplaçant la condition (b) par (b’) :

∩I(cr) = I(c). On peut alors démontrer que tout point de D admet une adresse finie

ou infinie.

3. Point de séparation

Proposition 3. — Soient c et c′ deux points de D satisfaisant aux conditions de la

proposition 2. Alors, c et c′ admettent dans D une borne inférieure c′′ = c ∧ c′.

Démonstration. — Soient (c0, τ0, . . . , cr) et (c′0, τ
′
0, . . . , c

′
r′) les adresses de c et c′ res-

pectivement, et soit k le plus grand i tel que τi = τ ′i . Les points ck+1 et c′k+1 appar-

tiennent à la nervure stricte N∗(τi), donc sont comparables ; soit c′′ le premier des

deux. Il est clair que c′′ est le plus grand minorant commun à c et c′. Cqfd.

Remarque. — L’hypothèse que c et c′ satisfont aux conditions de la proposition 1

n’est pas essentielle : on peut s’en passer en considérant éventuellement des adresses

infinies.
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Proposition 4. — Soient c et c′ deux points de D satisfaisant aux conditions de la

proposition 1, et posons c′′ = c ∧ c′. On suppose c et c′ non comparables (i.e. c 66 c′

et c′ 66 c, de sorte que c′′ < c′ et c′′ < c). Il existe alors trois arguments θ1, θ2, θ3
associés à c′′ tels que, quitte à échanger c et c′, on ait

0 < θ1 < arg−(c) 6 arg+(c) < θ2 < arg−(c′) 6 arg+(c′) < θ3 < 1.

Démonstration. — Soient (c0, τ0, . . . , cr = c) et (c′0, τ
′
0, . . . , c

′
r′ = c′) les adresses de

c et c′, et k le plus grand i tel que τi = τ ′i . On a c′′ ∈ N(τk). Posons τ∗ = τk+1 si

c′′ = ck+1 et τ∗ = τk si c′′ < ck+1, et définissons de même τ ′∗. On a c′′ ∈ N(τ∗) et

c′′ ∈ N(τ ′∗), donc il existe quatre arguments θ∗1 , θ
∗
2 , θ

∗
3 , θ

∗
4 associés à c′′ tels que τ∗ soit

le chef-lieu de [θ∗1 , θ
∗
2 ] et τ ′∗ celui de [θ∗3 , θ

∗
4 ]. On a alors θ∗1 < arg−(c) 6 arg+(c) < θ∗2 et

θ∗3 < arg−(c′) 6 arg+(c′) < θ∗4 . D’autre part, τ 6∈ [θ∗3 , θ
∗
4 ] ou τ ′ 6∈ [θ∗1 , θ

∗
2 ]. Il en résulte

que l’on peut extraire de {θ∗1 , θ∗2 , θ∗3 , θ∗4} trois arguments satisfaisant aux conditions

requises. Cqfd.

Pour c ∈ D et θ un argument associé à c, on définit R̂(c, θ) de la façon suivante :

si c ∈ D1 ∪ D2, R(M, θ) aboutit en c et on pose R̂(c, θ) = R(M, θ) = R(M, θ) ∪ {c}.
Si c ∈ D0, c est le centre d’une composante hyperbolique W et R(M, θ) aboutit en

un point c′ ∈ ∂W ; on pose alors R̂(c, θ) = R(M, θ) ∪ [c, c′]W .

La proposition 3 admet comme complément :

Corollaire. — Soient c, c′, c′′, θ1, θ2, θ3 comme dans la proposition 3. Alors, c, c′

et R(M, 0) sont contenus dans trois composantes connexes différentes de C r⋃
i=1 3R̂(c′′, θi).

θ1

θ2

θ3

c′′

c

c′

θ1

θ2

θ3

c

c′

c′′

c′′∈D2 c′′∈D0
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4. L’implication MLC =⇒ HG2

Théorème. — Si M est localement connexe, toute composante connexe de
◦

M est hy-

perbolique.

Démonstration. — Supposons M localement connexe et soit W une composante

connexe non hyperbolique de
◦

M . L’ensemble ∂W est infini non dénombrable, et

comme D est dénombrable, on peut trouver trois points x1, x2 et x3 distincts dans

∂W rD. Le lacet de Carathéodory T → ∂M est surjectif ; on a ∂W ⊂ ∂M , donc on

peut trouver t1, t2, t3 tels que R(M, ti) aboutisse en xi. Quitte à permuter les xi et

les ti, on peut supposer que 0 < t1 < t2 < t3 < 1. Soient τ = p/2k et τ ′ = p′/2k′

tels

que :

(1) 0 < t1 < τ < t2 < τ ′ < t3 < 1 ;

notons c et c′ les points d’aboutissement de R(M, τ) et R(M, τ ′), et posons c′′ = c∧c′
(les points c et c′ satisfont aux hypothèses de la proposition 1). Comme c et c′ sont

maximaux dans D, ils sont non comparables. D’après la proposition 3 et son corollaire,

on peut trouver trois arguments θ1, θ2, θ3 associés à c′′ tels que c, c′ et R(M, 0)

soient dans trois composantes distinctes de C r Y , où Y =
⋃3

i=1 R̂(c′′, θi). Posons

X = W ∪ ⋃3
i=1R(M, ti) ∪ {xi}. L’ensemble X est connexe. On a X ∩ Y = ∅ : en

effet, les points de X dans C rM ont des arguments externes irrationnels tandis que

ceux des points de Y ∩ (C rM) sont rationnels, X ∩ ∂M ⊂ ∂W rD et Y ∩ ∂M ⊂ D,

X ∩
◦

M ⊂ W non hyperbolique tandis que Y ∩
◦

M est vide ou contenu dans une

composante hyperbolique de centre c′′. La relation (1) montre que c, c′ et R(M, 0)

sont dans trois composantes connexes distinctes de C rX .

Soient U la composante connexe de CrX contenant Y et V la composante connexe

de CrY contenant X . Toute composante connexe de CrX autre que U est contenue

dans V , donc V contient au moins deux des trois ensembles {c}, {c′} et R(M, 0).

Contradiction. Cqfd.

DOCUMENTS MATHÉMATIQUES
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θ1θ2

θ3

c

c′ c′′

Y

R(M,0)

X
1/4

W

t1t2

t3

c

c′

1/4
R(M,0)

Impossible à réaliser avec X ∩ Y = ∅.
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EXPOSÉ XXIII

RESSEMBLANCE ENTRE L’ENSEMBLE

DE MANDELBROT ET L’ENSEMBLE DE JULIA

AU VOISINAGE D’UN POINT DE MISUREWICZ

Tan Lei

1. Notation et énoncé. Introduction

Soit Kc l’ensemble de Julia rempli de fc : z 7→ z2 + c. Soit M l’ensemble de

Mandelbrot, i.e. M est l’ensemble de c tels que 0 ∈ Kc. On rappelle que c0 ∈M est un

point de Misurewicz si le point 0 est strictement prépériodique par fc0 , c’est-à-dire s’il

existe deux entiers ` > 0 et k > 0 tels que f `
c0

(0) = f `+k
c0

(0) mais f `−1
c0

(0) 6= f `+k−1
c0

(0),

et que ρ0 = (fk
c0

)′(x) est la valeur propre du cycle {f `
c0

(0), f `+1
c0

(0), . . . , f `+k−1
c0

(0)}.
En vertu du théorème 1 de XIII et de ses compléments, on sait que les arguments

externes de c0 dans M sont ceux de c0 dans Kc0 . Dans ce mémoire, on va chercher

une relation géométrique entre M et Kc0 au voisinage de c0. Plus précisément, on

aura :

Théorème. — Soient c0 ∈ M un point de Misurewicz et ρ0 la valeur propre du cycle

sur lequel tombe 0, alors il existe un sous-ensemble fermé Z de C avec ρ0Z = Z et

λ ∈ C r {0} tels que ρn
0 τ−c0(Kc0)→ Z et

ρn
0 τ−c0(M) −→ λZ

lorsque n tend vers ∞.

Ici, τ−c0 est la translation de −c0 ; le sens de la convergence sera précisé au §2.

Comme hypothèse générale de ce mémoire, on suppose toujours que c0 ∈M est un

point de Misurewicz et α0 le premier point du cycle sur lequel tombe 0. On notera ` le

plus petit entier positif tel que f `
c0

(0) = α0 et k la période du cycle. On rappelle que

Kc0 est d’intérieur vide et que le point périodique α0 est répulsif (i.e. |ρ0| > 1). Le

théorème ci-dessus est la conjonction du théorème 1 du §3 et du théorème 2 du §5.
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2. Distance de Hausdorff

Soit E un espace métrique localement compact à boules fermées compactes

(i.e. pour a ∈ E, R ∈ R+, la boule fermée B(a,R) est compacte) avec une mé-

trique d. Notons F l’ensemble des sous-ensembles fermés de E et F1 l’ensemble des

voisinages fermés de ∞ de E.

Définition 1. — Pour A,B ⊂ E fermés « voisinages de ∞ » i.e. E rA et E rB sont

relativement compacts, on définit δ(A,B) = supx∈A d(x,B) = supx∈A infy∈B d(x, y)

et une distance D(A,B) = sup{δ(A,B), δ(B,A)}.

Comme il existe x0 ∈ E et R ∈ R+ tel que ErB(x0, R) ⊂ A∩B, les deux fonctions

x 7→ d(x,A) et y 7→ d(y,B) sont continues à support compact. Donc δ(A,B) et δ(B,A)

sont bien définies. Si C est un autre voisinage fermé de ∞, pour tout z ∈ C, on a

δ(A,B) = sup
x∈A

inf
y∈B

d(x, y) 6 sup
x∈A

inf
y∈B

(d(x, y) + d(z, y))

= sup
x∈A

d(x, z) + inf
y∈B

d(z, y) 6 sup
x∈A

d(x, z) + δ(C,B).

Comme E r C est relativement compact, il existe zx ∈ C tel que d(x, zx) = d(x,C)

pour tout x ∈ A donc

δ(A,B) 6 δ(A,C) + δ(C,B) 6 D(A,C) +D(C,B).

Idem pour δ(B,A). Tout cela implique

D(A,B) 6 D(A,C) +D(C,B).

De plus, δ(A,B) = 0 implique A ⊂ B, et δ(B,A) = 0 implique B ⊂ A, donc une

condition nécessaire et suffisante pour D(A,B) = 0 est A = B. Cela nous dit que D

est une distance bien définie sur F1.

Fixons un point x ∈ E.

Définition 2. — Pour A,B ⊂ E fermés quelconques, et un réel positif R, on définit

AR = A∪(Er
◦

B(x0, R)) et BR = B∪(Er
◦

B(x0, R)). Comme AR et BR sont dans F1,

on peut définir aussi

dR(A,B) = D(AR, BR).

Définition 3. — Soit {An} une suite dans F et A ∈ F . On dit An → A si pour

tout R > 0, dR(An, A) → 0. Soient S un espace métrique et X : s → X(s) une

application de S dans F . On dit que X est semi-continue supérieurement (s.c.s.)

au point s0 si pour tout R > 0 et pour toutes les suites {sn} dont sn → s0 on a

δ(XR(sn), XR(s0)) → 0. Par contre, on dit que X est semi-continue inférieurement

(s.c.i) au point s0 si δ(XR(s0), XR(sn))→ 0 pour tout R > 0 et pour toutes les suites

{sn} telles que sn → s0. On dit que X est continue au point s0 si elle est en même

temps s.c.s. et s.c.i. à ce point.

C’est le sens à donner à la convergence dans l’énoncé du théorème du §1.
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Proposition 2.1. — Soient E un espace métrique localement compact à boules fermées

compactes, S un espace métrique et X ⊂ S ×E. On note X(s) pour s ∈ S l’ensemble

des x ∈ E tels que (s, x) ∈ X. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) X est fermé dans S ×E
2) pour tout s ∈ S, X(s) est fermé dans E et l’application s 7→ X(s) est s.c.s. en

ce point.

Démonstration. — Fixons un point x0 dans E pour tout R > 0. La boule fermée

B(x0, R) est compacte dans E par hypothèse. X est fermé dans S×E si et seulement

si X ∩S×B(x0, R) est fermé dans S×B(x0, R) pour tout R > 0. Donc on se ramène

au cas que E est un espace compact.

1) =⇒ 2). De E compact et X fermé, on déduit directement que X(s) est fermé

pour s ∈ S. Si X n’est pas s.c.s. au point s0, alors ∃xn ∈ X(sn) avec sn → s0 et

xn → x0 tels que d(xn, X(s0)) > ε0, où ε0 est une constante (pour tout n), donc

f(x0, X(s0)) > ε0/2, contradiction avec (s0, x0) ∈ X .

2) =⇒ 1). Supposons qu’il existe {(xn, sn)} ⊂ X avec (xn, sn) → (x0, s0) et que

(x0, s0) 6∈ X . Comme X(s0) est fermé, il existe ε > 0 tel que d(x0, X(s0)) > 2ε0. Donc

quand n est assez grand on a d(xn, X(s0)) > ε0 cela induit δ(X(sn), X(s0)) > ε0,

contradiction avec la semi-continuité supérieure de X au point s0. Cqfd.

Proposition 2.2. — Soient U, V deux voisinages de 0 dans Cn et ϕ : U → V un iso-

morphisme de classe C1 avec ϕ(0) = 0 et T0ϕ = T non singulier. Si A ⊂ U est un

sous-ensemble fermé et B = ϕ(A), alors pour ρ ∈ C variable et pour tout R > 0 fixé,

on a dR(ρ(TA), ρB)→ 0 quand |ρ| → ∞.

(T : z 7→ Tz est une application linéaire et ρ : (z1, . . . , zn) 7→ (ρz1, . . . , ρzn) est la

multiplication par ρ).

Démonstration. — Pour démontrer δ((ρ(TA))R, (ρB)R) → 0, il suffit de démontrer

δ((ρ(TA) ∩ ∂DR, (ρB) ∩ DR ∪ ∂DR) → 0, où DR =
◦

B(0, R). Le résultat est trivial

quand 0 6∈ A.

Supposons 0 ∈ A. Pour ε > 0, et y ∈ ρ(TA) ∩DR ∪ ∂DR, si d(y, ∂DR) < ε, alors

d(y, (ρB)R) < ε. Sinon, prenons le point z ∈ A tel que y = ρ · Tz. Alors ϕ(z) ∈ B et

d(y, ρϕ(z)) = ‖y − ρϕ(z)‖ = |ρ| · ‖z‖ ·
∥∥∥ϕ(z)− Tz

‖z‖
∥∥∥

= ‖ρz‖ ·
∥∥∥ϕ(z)− Tz

‖z‖
∥∥∥ < R‖T−1‖ ·

∥∥∥ϕ(z)− Tz
‖z‖

∥∥∥.

L’hypothèse T ◦ ϕ = T nous dit qu’il existe N > 0 et τ > 0 tels que |ρ| > N

entrâıne |Z| = |T−1(Tz)| < CR/|ρ| < τ et puis R‖(ϕ(z)− Tz)/z‖ < ε/2 où C =

‖T‖−1. Cette valeur de N ne dépend pas du choix de y. De d(y, ρϕ(z)) < ε/2 ;

on a ρϕ(z) ∈ DR. Donc |ρ| > N nous donne δ((ρ(TA))R, (ρB)R) < ε. Idem pour

δ((ρB)R, (ρ(TA)R). Cqfd.
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3. Le problème de la linéarisation

Pour c0 ∈M point de Misurewicz, on a

Proposition 3.1. — Il existe un voisinage W de c0 dans C tel que il y ait une fonction

holomorphe α : W → C avec α(c0) = α0 et fk
c (α(c)) = α(c) pour tout c ∈ W . De

plus, pour ρ(c) = (fk
c )′(α(c))

µ = inf
c∈W
|ρ(c)| > 1.

Démonstration. — Notons F (c, z) = fk
c (z) − z. Alors F (c0, α0) = 0 et F ′

z(c0, α0) =

(fk
c0

)′(α0)−1 6= 0. Le théorème des fonctions implicites nous emmène à la proposition.

Cqfd.

Lemme 1. — Soient U, V deux voisinages de 0 dans C et f : U
≈−→ V une fonction

holomorphe avec f(0) = 0 et |f ′(0)| < 1. Alors il existe U1 ⊂ U tel que f(U1) ⊂ U1

et que {fn(z)/f ′(0)n} converge uniformément sur tout compact de U1.

Démonstration. — On a d’abord

f(z) = f ′(0)z +
1

2
f ′′(0)z2 +O(|z|2) = f ′(0)z + f ′(0)ω(z)

où |ω(z)| < B|z|2 avec B > (1/|f ′(0)|) · 1
2 |f ′′(0)|. Pour z0 ∈ U , notons zn = fn(z0) =

f(zn−1), alors

fn+1(z0)

(f ′(0))n+1
= z0

f(z0)

f ′(0)z0
· f(z1)

f ′(0)z1
· · · f(zn)

f ′(0)zn
= z0

n∏

j=0

(
1 +

ω(zj)

zj

)
.

Si z0 ∈ DR ⊂ U , alors

|z1| < (|f ′(0)|+BR|f ′(0)|)|z0| = a|z0|
où a = |f ′(0)| + BR|f ′(0). Pour que a < 1, il suffit R < (1− |f ′(0)|)/B|f ′(0)| = R1.

Fixons R0 ∈ ]0, R1[, on a f(DR0) ⊂ DR0 . Si z0 ∈ DR0 , alors |zn| < an|z0|. Il en

résulte que
∑∞

n=0 |zn| converge uniformément sur tout compact de DR0 , ainsi que∑∞
n=0 ω(zn)/zn car |ω(zn)/zn| < B|zn|. Cela induit que

∑∞
n=0 log(1 + ω(zn)/zn) et

puis
∏

(1 + ω(zn)/zn) convergent uniformément sur tout compact de DR0 . Cqfd.

Lemme 2 (Cas de grande dimension). — Soit U un voisinage de (c0, α0) dans Cn+1 =

Cn × C = {(λ, z)}. Soit f : U → Cn+1 une fonction holomorphe avec f(λ, z) =

(λ, fλ(z)) et f(c0, α0) = (0, 0). Supposons |f ′
0(0)| < 1. Alors la suite des fonctions ϕn :

(λ, z) 7→ (λ, (f ′
λ(α(λ)))−n(fn

λ (z)− α(λ))) converge sur une fonction holomorphe ϕ de

U1 ⊂ U dans Cn+1, où α(λ) est la solution implicite de l’équation fλ(z)−z = 0. ϕ est

de la forme ϕ(λ, z) = (λ, ϕλ(z)) avec ϕ′
λ(α(λ)) = 1 et ϕλ(fλ(z)) = f ′

λ(α(λ))ϕλ(z).

Démonstration. — La solution implicite α existe dans un voisinage deW de c0. Quitte

à restreindre W , on peut supposer que R1(λ) = (1− |f ′
λ(α))|)/B(λ)|f ′(α(λ))| est une

fonction continue positive sur W , où B(λ) est une fonction continue sur W vérifiant
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B(λ) > (1/|f ′
λ(α(λ)|) 1

2 |f ′′
λ (α(λ))|. Donc (f ′

λ(α(λ)))−n(fn
λ (z) − α(λ)) converge uni-

formément sur tout compact de U1 =
⋃

λ∈W {λ} ×
◦

B(α(λ), R1(λ)) selon le lemme

précédent. En vertu d’un théorème de Weierstrass [Ahl], la fonction

ϕλ :
◦

B(α(λ), R1(λ)) −→ C, z 7−→ lim
n→∞

fn
λ (z)− α(λ)

(f ′
λ(α(λ)))n

est holomorphe et

ϕ′
λ(z) = lim

n+∞

fn′

λ (z)

(f ′
λ(α(λ)))n

.

Dans notre cas, ϕ′
λ(α(λ)) = 1. La relation ϕλ(fλ(z)) = f ′

λ(α(λ))ϕλ(z) est évidente.

Cqfd.

Proposition 3.2 (Proposition de la linéarisation). — Pour c0, W , fc, α(c) et ρ(c) de la

proposition 3.1, il existe un voisinage Ω de {(c, α(c))}c∈W dans C×C, un réel R > 0

et un isomorphisme ϕ : Ω → W × DR (DR est le disque ouvert) avec une famille

de fonctions holomorphes ϕc : Ωc → DR (où Ωc est l’ensemble des y ∈ C tels que

(c, y) ∈ Ω) tels que pour c ∈ W .

a) ϕ(c, z) = (c, ϕc(z))

b) ϕc(α(c)) = 0

c) si (c, z) ∈ Ω et (c, fk
c (z)) ∈ Ω, on ait

ϕc(f
k
c (z)) = ρ(c)ϕc(z)

d) si (c, z) ∈ Ω et ρ(c)ϕc(z) ∈ DR, on ait

fk
c (z) ∈ Ωc et ρ(c)ϕc(z) = ϕc(f

k
c (z))

e) ϕ′
c(α(c)) = 1.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme 2 en remplaçant par

{f−k
λ }λ∈W les fonctions {fλ} du lemme et en restreignant U1 en un voisinage plus

petit. Cqfd.

On dit que ϕλ est la coordonnée linéarisante. Donnons-nous maintenant quelques

notations utiles :

a) K est l’ensemble des (c, z) ∈ W × C tels que z ∈ Kc, donc K =
⋃

c∈W {c} ×Kc

b) YR = ϕ(Ω ∩ K) ⊂W ×DR

c) YR(c) est l’ensemble des y ∈ DR tels que (c, y) ∈ YR, i.e. YR(c) = ϕc(Ωc ∩Kc)

d) Y (c) =
⋃∞

n=0 ρ(c)
nYR(c)

e) Y = ∪c∈W {c} × Y (c).

Proposition 3.3. — Pour tout c ∈W , on a

a) ρ(c)YR(c) ∩DR = YR(c),

b) ρ(c)Y (c) = Y (c) et 1
ρ(c)Y (c) = Y (c).
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Démonstration

a) Si ρ(c)y ∈ (ρ(c)YR(c)) ∩ DR, il existe z ∈ Ωc ∩ Kc tel que y = ϕc(z), donc

ρ(c)y = ϕc(f
k
c (z)) ∈ YR(c) (d), proposition 3.2). Si y ∈ YR(c), alors y = ϕc(z) et

y/ρ(c) = ϕc(f
−k
c (z)) ∈ YR(c).

b) Évidemment. Cqfd.

Proposition 3.4. — Pour tout entier i > 0, (f i
c0

)′(c0) 6= 0.

Démonstration. — Le fait que fc0(z) = z2 + c induit f ′
c0

(z) = 2z, donc (f i
c0

)′(c0) =

2if i−1
c0

(c0) · f i−2
c0

(c0) · · · fc0(c0)c0 6= 0 car 0 n’est pas périodique i.e. 0 n’est pas dans

l’orbite de c0 = fc0(0). Cqfd.

Théorème 1. — Pour c0 ∈M un point de Misurewicz, on a

ρ(c0)
nτ−c0(Kc0) −→

1

(f `−1
c0 )′(c0)

Y (c0).

Démonstration. — Il existe un voisinage U de 0 tel que f `−1
c0
◦τc0 soit un isomorphisme

entre U et Ωc0 ; donc que ϕ1 = ϕc0◦f `−1
c0
◦τc0 soit un isomorphisme de classe c1 entre U

et DR avec ϕ1(0) = 0 et T ◦ ϕ1 = (f `−1
c0

)′(c0).

Suivant la proposition 2.2, on trouve cqfd.

4. Une proposition technique

Supposons que Λ ⊂ C est un voisinage de 0 et que ρ : Λ → C est une fonction

holomorphe avec |ρ(λ)| > 1 pour tout λ ∈ Λ. Soit X ⊂ Λ × C un ensemble invariant

par (λ, x) 7→ (λ, ρ(λ)x) et (λ, x) 7→ (λ, 1
ρ(λ)x), on note X(λ) l’ensemble des x ∈ C tels

que (λ, x) ∈ X. Supposons en plus que X est fermé et qu’il existe un sous-ensemble

A ⊂ X(0) dense dans X(0) tel que A soit invariant par x 7→ 1
ρ(0)x et x 7→ ρ(0)x, et

que pour tout x ∈ A, il existe un ouvert Ux voisinage de 0 dans Λ avec une fonction

holomorphe ξx : Ux → C (λ→ ξx(λ)) tel que ξ(0) = x et ξ(λ) ∈ X(λ). Soit u : Λ→ C
une fonction holomorphe avec u(0) = 0 et u′(0) 6= 0, notons Mu l’ensemble des λ ∈ Λ

tels que (λ, u(λ)) ∈ X.

Sous toutes ces hypothèses-là, on affirme

Proposition 4.1

a) X(λ)→ X(0) quand λ→ 0.

b) ρ(0)nMu → 1
u′(0)X(0) quand n→ +∞.

Démonstration

a) Pour R > 0, il suffit de démontrer D(X(λ)∩DR∪∂DR, X(0)∩DR∪∂DR)→ 0.

La semi-continuité supérieure est une conséquence immédiate de la proposition 2.1.

Pour la semi-continuité inférieure, il suffit de démontrer

δ(A ∩DR ∪ ∂DR, X(λ) ∩DR ∪ ∂DR) −→ 0.
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Supposons au contraire, qu’il existe un constant ε0 > 0 et deux suites {xn} ⊂ A∩DR

et {λn} ⊂ Λ tels que λn → 0 et d(xn, XR(λn)) > 2ε0. Comme X(0) ∩DR ∪ ∂DR est

compact, on peut supposer xn → x0 avec x0 ∈ X(0) ∩ DR. Pour n assez grand et

y ∈ X(λn) ∩DR, on a

2ε0 6 d(xn, y) 6 d(xn, x0) + d(x0, y) < ε+ d(x0, y).

Par conséquent d(x0, XR(λn)) > ε0, donc il existe x̃ ∈ A∩DR tel que d(x̃, XR(λn)) >

ε0/2 quand n est assez grand. D’autre part, comme il y a un voisinage Uex de 0 associé

à x̃ par l’hypothèse, il existe n1 > 0, tel que quand n > n1, on ait λn ∈ Uex et puis

ξ̃(λn) ∈ X(λn), de plus, il existe aussi n2 > n1 tel que quand n > n2, |λn| soit

assez petit pour que |ξex(λn) − x̃| < ε0/2, donc n > n2 entrâıne d(x̃, X(λn)) < ε0/2,

i.e. d(x̃, XR(λn)) < ε0/2. Absurde.

b) (1) Semi-continuité supérieure. Il faut démontrer

∀R > 0, δ
(
(ρ(0)nMu) ∩DR ∪ ∂DR,

( 1

u′(0)
X(0)

)
∩DR ∪ ∂DR

)
−→ 0.

Pour ε > 0 et n assez grand, si y = ρ(0)nλ ∈ (ρ(0)nMu) ∩ DR, on a λ ∈ Mu et

|λ| 6 R/|ρ(0)|n, donc u(λ) ∈ X(λ) et ρ(λ)nu(λ) ∈ X(λ). Mais

d(ρ(λ)nu(λ), ρ(0)nu′(0)λ) = d(ρ(λ)nu(λ), u′(0)y)

= |y| ·
∣∣∣ρ(λ)

n

ρ(0)n
· u(λ)

λ
− u′(0)

∣∣∣ < R
∣∣∣ρ(λ)n
ρ(0)n

· u(λ)
λ
− u′(0)

∣∣∣.

Comme
∣∣∣ log

ρ(λ)n

ρ(0)n

∣∣∣ =
∣∣∣n · λ log ρ(λ)− log ρ(0)

λ

∣∣∣

= |y| ·
∣∣∣ n

ρ(0)n

∣∣∣ ·
∣∣∣ log ρ(λ) − log ρ(0)

λ

∣∣∣ < R
∣∣∣ρ

′(0)

ρ(0)
+ o(λ)

∣∣∣ ·
∣∣∣ n

ρ(0)n

∣∣∣ −→ 0

quand n → +∞, donc d(ρ(λ)nu(λ), ρ(0)nu′(0)λ) → 0 quand n → +∞, de plus,

cela converge uniformément par rapport à y ∈ (ρ(0)nMu) ∩DR. Par conséquent, on

peut supposer que ρ(λ)nu(λ) ∈ X(λ)∩D2|u′(0)|R pour n assez grand et pour tout y ∈
ρ(0)nMu∩DR. De δ(X2|u′(0)|R(λ), X2|u′(0)|R(0))→ 0, on déduit qu’il existeN1 > 0, tel

que quand n > N1, |λ| soit assez petit pour que δ(X2|u′(0)|R(λ), X2|u′(0)|R(0)) < ε/2,

d’où d(ρ(λ)nu(λ), X2|u′(0)|R(0)) < ε/2. D’autre part, il existe N2 > 0 tel que pour

n > N2 et y ∈ (ρ(0)nMu) ∩ DR, on ait d(u′(0)y, ρ(λ)nu(λ)) < ε/2. Donc quand

n1 > max{N1, N2}, pour tout y ∈ (ρ(0)nMu) ∩DR, on a

d(u′(0)y,X2|u′(0)|R(0)) 6 d(u′(0)y, ρ(λ)nu(λ)) + d(ρ(λ)nu(λ), X2|u′(0)|R(0)) < ε

d’où δ((ρ(0)nMu)R, (
1

u′(0)X(0))R)→ 0.

b) (2) Semi-continuité inférieure : δ(( 1
u′(0)X(0))R, (ρ(0)nMu)R)→ 0. on est obligé

de démontrer un lemme préalable.
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Lemme. — Soit x ∈ A ∩DR, et soit ξx : Ux → C l’application associée.

a) Il existe Λx voisinage de 0 dans Ux et nx > 0, tels que ∀n > nx, ∃ ! λn ∈ Λx,

vérifiant ρ(λn)nu(λn) = ξx(λn).

b) λn ∈Mu, λn → 0 et ρ(0)nu′(0)λn → x.

Démonstration

a) Le fait que ξx(λ) ∈ X(λ) induit (1/ρ(λ)n)ξx(λ) ∈ X(λ). Choisissons a > 0 tel

que Λx = Da ⊂ Ux et que u′(λ) 6= 0 pour λ ∈ Da, donc deg u|∂Da
= 1. Il existe nx > 0

tel que quand n > nx, |ξx(λ)/ρ(λ)n|λ∈Da
< infλ∈∂Da |u(λ)|. Notons hn l’application

λ 7→ u(λ) − ξn(λ)/ρ(λ)n, alors elle est holomorphe dans Ux et hn|∂Da
6= 0, de plus,

hn|∂Da
est de degré 1. Cela induit que hn possède un seul zéro dans Da ([Ru], 10.43),

i.e. il existe λn(x) ∈ Da ⊂ Ux unique tel que u(λn) = ξx(λn)/ρ(λn)n ∈ X(λn), quand

n > nx.

b) λn(x) ∈Mu et λn(x)→ 0 (n→∞) sont évidents, donc d(ρ(λn)nu(λn), x)→ 0.

Supposons x ∈ A∩DR, quitte à restreindre Λx, on peut supposer ξx(λ) ∈ D2R∩X(λ)

pour λ ∈ Λx, alors

|ρ(λn)nu(λn)− ρ(0)nu′(0)λn| ≈ |ρ(λn)nu(λn)| ·
∣∣∣1− ρ(0)n

ρ(λn)n

∣∣∣

= |ξx(λn)| ·
∣∣∣1− ρ(0)n

ρ(λn)n

∣∣∣ < 2R
∣∣∣1− ρ(0)n

ρ(λn)n

∣∣∣.

Mais ∣∣∣ log
ρ(λn)n

ρ(0)n

∣∣∣ =
∣∣∣n · λn

(ρ′(0)

ρ(0)
+ o(λn)

)∣∣∣

et

nλn = n
(u(λn)

u′(0)
+ o1(λn)

)
= n

ξ(λn)

ρ(λn)n
+ nλn

o(λn)

λn

donc ∣∣∣nλn| < 2R
∣∣∣ n

ρ(λn)n

∣∣∣ ·
∣∣∣ 1

(1− o(λn)/λn

∣∣∣ −→ 0 (n −→ +∞),

∣∣ log ρ(λn)n/ρ(0)n
∣∣ → 0 (n → +∞), d’où d(ρ(λn)nu(λn), ρ(0)nu′(0)λn) → 0 (n →

+∞), par conséquent, ρ(0)nu′(0)λn → x. Fin du Lemme.

Démonstration de b) 2, Proposition 4.1. — Pour R > 0 et ε > 0, posons

Vε = DR+ε/2 rDR−ε/2.

Pour tout x ∈ A, posons D(x, ε
2 ) l’ensemble des |y − x| < ε/2. Alors les

Vε ∪
⋃

x∈A∩DR
D(x, ε/2) forment un recouvrement ouvert de X(0) ∩ DR ∪ ∂DR,

donc il existe x1, . . . , xk ∈ A ∩DR tels que

X(0) ∩DR ∪ ∂DR ⊂ Vε ∪
k⋃

j=1

D(xj , ε/2).
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Pour ces xj ∈ A, d’après le lemme qu’on vient de démontrer, il existe {λn(xj)} ⊂M
avec λn(xj)→ 0 (n→ +∞) et Nj > 0 tel que n > Nj entrâıne

d(xj , ρ(0)nu′(0)λn(xj)) < ε/2,

d’où

d(xj , u
′(0)ρ(0)nMu ∩DR ∪ ∂DR) < ε/2.

Donc pour n > N = max{N1, N2, . . . , Nk} et x ∈ X(0) ∩DR ∪ ∂DR, si x ∈ Vε, alors

d(x, (u′(0)ρ(0)nMu)R) < ε/2 ; si x ∈ D(xj , ε/2) pour quelque j, alors

d(x, u′(0)ρ(0)nλn(xj)) 6 d(x, xj ) + d(xj , u
′(0)ρ(0)nλn(xj)) <

ε

2
+
ε

2
= ε,

donc

d(x, (u′(0)ρ(0)nMu)R) < ε.

Finalement on a démontré que pour R > 0 et ε > 0, il existe N > 0 tel

que n > N entrâıne d( x
u′(0) , (ρ(0)nMu)R) < ε pour x ∈ ( 1

u′(0)X(0))R, d’où

δ(( 1
u′(0)X(0))R, (ρ(0)nMu)R) < ε. Cqfd.

5. Convergence de ρ(c0)
nτ−c0(M)

Revenons à Kc et à M .

Proposition 5.1. — Soit v(c) = ϕc(f
`
c (0)) où ϕc est la coordonnée linéarisante, alors

v′(c0) 6= 0.

Démonstration. — On note u(c) = f `
c (0) et Φ(c, z) = ϕc(z) alors u(c0) = α(c0) = α0

et v(c) = Φ((c)). Les calculs v′(c0) = Φ′
c(c0, α0) + Φ′

z(c0, α0)u
′(c0) et Φ′

z(c0, α0) =

ϕ′
c0

(α0) = 1 nous donnent v′(c0) = Φ′
c(c0, α0) + u′(c0). D’autre part,

lim
c→c0

Φ(c, α0)− Φ(c0, α0)

c− c0
= lim

c→c0

Φ(c, α0)− Φ(c, α(c))

c− c0
= −Φ′

z(c0, α0).α
′(c0) = −α′(c0).

Donc v′(c0) = u′(c0) − α′(c0) = ω′(c0) où ω(c) = u(c) − α(c). En vertu d’un lemme

du chapitre V de [D-H], ω′(c0) 6= 0, d’où v′(c0) 6= 0. Cqfd.

Théorème 2. — ρ(c0)
nτ−c0(M)→ 1

v′(c0)
Y (c0) (n→∞).

Démonstration. — Le résultat est en fait une conséquence directe de la proposition

4.1. Il reste seulement à établir la correspondance entre les résultats obtenus de M et

les conditions de cette proposition.

On peut dire que M est l’ensemble des c ∈ C tels que u(c) = f `
c (0) ∈ Kc. Donc

W ∩M est l’ensemble des c ∈ C tels que v(c) = ϕc(u(c)) ∈ Y (c). Quitte à restreindre

W , on peut supposer que Λ = τ−c0(W ) est un voisinage de 0.

Soient X l’image de Y par (c, z)→ (c− c0, z) et X(c− c0) = Y (c). Notons en plus

ρ̃(λ) = ρ(λ + c0) pour λ ∈ Λ. En vertu de la proposition 3.3, X(λ) est invariant par
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x 7→ ρ̃(λ)x et x 7→ (1/ρ̃(λ))x. B désignera l’ensemble des z ∈ C tels que z soit un point

prépériodique répulsif de fc0 et que l’orbite de z par fc ne contienne pas 0, alors B est

dense dans Kc0 par le théorème de Fatou. Pour z ∈ B ∩ Ωc0 , il existe z1 ∈ Kc0 ∩ Ωc0

tel que z = fk
c0

(z1) (proposition 1.2, c)), donc z1 ∈ B ∩Ωc0 . D’autre part, fk
c0

(z) ∈ B,

donc A =
⋃

p∈N
ρ(c0)

p · ϕc0(B ∩ Ωc0) est invariant par y 7→ ρ(c0)y et y 7→ (1/ρ(c0))y.

De plus, A est dense dans Y (c0) = X(0). Pour z0 ∈ B, il existe deux entiers m > 0

et n > 0 vérifiant fm+n
c0

(z0) − fm
c0

(z0) = 0. Posons F (c, z) = fm+n
c (z)− fm

c (z), alors

F (c0, z0) = 0 et F ′
z(c0, z0) = fm′

c0
(z0)(f

n′

c0
(fm

c0
(z0)) − 1). Comme l’orbite de z0 ne

contient pas 0 et fm
c0

(z0) est périodique répulsif,

fm′

c0
(z0) = 2mfm−1

c0
(z0) · · · fc0(z0)z0 6= 0 et fn′

c0
(fm

c0
(z0))− 1 6= 0.

En utilisant le théorème des fonctions implicites, nous trouvons qu’il existe Vz0 un voi-

sinage de c0 et g : Vz0 → C une fonction holomorphe avec g(c0) = z0 et F (c, g(c)) = 0,

par suite, g(c) est prépériodique répulsif pour fc et puis g(c) ∈ Kc.

Pour un point y0 ∈ A, il existe z0 ∈ B ∩ Ωc0 tel que y0 = ρ(c0)
nϕc0(z0). Posons

η(c) = ρ(c)nϕc(g(c)) pour c ∈ Vz0

alors η est holomorphe avec η(c0) = ρ(c0)
nϕc0(z0) = y0 et η(c) ∈ Y (c).

Posons en plus Uy0 = τ−c0(Vz0) et ξ(λ) = η(λ + c0), alors ξ(0) = η(c0) = y0 et

ξ(λ) ∈ Y (λ+ c0) = X(λ). C’est-à-dire pour tout x ∈ A ⊂ X(0), il existe un voisinage

Ux de 0 avec Ux ⊂ Λ et une fonction holomorphe ξx : Ux → C telle que ξx(0) = x et

que ξx(λ) ∈ X(λ), donc toutes les conditions de la proposition 4.1 sont parfaitement

remplies, on peut affirmer finalement

ρ̃(0)nM̃ −→ 1

Ṽ ′(0)
X(0)

i.e. ρ(c0)
nτ−c0(W ⊂M)→ 1

v′(c0)
Y (c0). Cqfd.
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Figure 1. A gauche, 2 agrandissements sur l’ensemble de Mandelbrot. A

droite, 2 agrandissements sur l’ensemble de Julia du polynôme quadratique

z 7→ z2 + i. Les fenêtres sont toutes centrée sur i.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2007








