Chapitre 2 Matrices

Une matrice est un tableau de nombres réels,

plus précisément, st m et n sont des entiers naturels, m > 0etn >0,

une matrice m —n est un tableau comportant m lignes et n colonnes.

Exemples : Le point J (T, —5) peut étre représenté par une matrice 1 — 2 (sans virgule!).

3
Le vecteur o ( 4) peut étre représenté par une matrice 2 — 1.

2 1
M = —3.1 =5 | est une matrice 3 — 2.
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L'usage est de noter a; ; le nombre situé a la i ligne et a la j5™ colonne
de la m — n matrice A, pourtousietj, 1<i<metl<j<n.
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1) Semme

m et n étant firés, on peut ajouter les matrices m—n A et B.

Par dé finition, A+ B = C est la matrice m —n dé finie par c;; = a;j + bi ;.
pourtoustet j, 1 <i<metl<j<n.

C'est une béte somme “terme o terme”,

eremple connu : la somme de deur vecteurs.

2 ) Produit par un réel

Soient A une matrice m —n et A un réel.

B = A A est la matrice m — n définie par

bij= Aa;;, pourtousietj, 1<i<metl<j<n.
La matrice (—1)A est notée — A,
Soustraction : Dé finition :
A-B=A+(—B)

3 ) Produit de deur matrices
m, n et p étant des entiers, m> 0, n >0et p >0,
A étant une matrice m —n et B étant une matrice n — p,

le produit C = AB est la matrice m — p définie par b1
n Disposition pratigue : | - bz
eij = D (aik - bij), e by

k=1
pourtousiet j, 1 <i<met 1< j<p

3,1 @42 . Qip
On explicite en francais :
le produit MN n'est défini
que si le nombre de colonnes de M = le nombre de lignes de N . (%)

Ici ce nombre est n.
Le terme général ¢; ; de M N est la sornme terme o terme de tous les a; . by j,

kentre 1 et n,
cette somme ne pouvant étre ef fectuée que grice a la condition (%),
La régle magique “ligne par colonne” résume tout.



4 ) Propriétés des opérations

Dans ce qui suit, A, B et C sont des matrices, A et p sont des réels,
et on suppose que toutes les opérations écrites peuvent étre ef fectuées.
a ) Propriétés évidentes

A+ B=B+4+A.

(A4+B)+ C=A+ (B+C). On autorise a 'écrire A+ B+ C.
AlpA) = (Ap)A.

AMA+B)=AA+AB.(A+pu)A=AA+ pA.

b ) Propriétés qu'on pourrait prouver :

AB4+C)=AB+ AC et (B+C).A=BA+4+ CA.

(on distribue”par la droite”), et méme :

A(AB + pC) = AAB + pAC.

e ) Une propriété admise :

(AB)C = A(BC).

On s'autorise a l'écrire ABC.

Preuve pénible méme pour des petites matrices.

d ) Remarque :

Avee l'exemple du début du cours, la régle (%) montre gu'on peut calculer MN,
c'est une matrice 3 — 3, et NM qui est 2 — 2.

Ceci prouve gue méme si on peut calculer MN et NM

(ce qui n'est le cas qu'avee deur matrices du type m —n et n — m)

on peut avoir MNZNM.

5 ) Quelgques matrices particulieres

a ) Matrices nulles

m et n étant fizés,

on note L, la matrice m — n dont tous les coef ficients valent 0.
Pour toute matrice m —n A, A4+ Z,,,, = A.

Pour toute matricen —p B, £, B =2, ..

Pour toute matrice p—m C, CZn,, = Z,0.

On prend m = n = 2 et on pose Z = Za3.

SiZ=Aou Z= B, alors AB = Z. La réciprogue est elle vraie 7

Soient A = 2 -6 et B = 3 6 . Calculer AB.
1 3 1 2

b ) Matrices carrées
du type n — n

¢ ) Matrices diagonales
carrées et vérifiant a; j= 0 si i # j.
d )Matrices Identité

diagonales et vérifiant a;; = 1 pour tout i.

Désignant par I, la matrice Identité n — n,

on prouve facilement que pour toute matrice m —n A, AL = A
et pour toute matricen —m B, I, B = B.

On désigne par M, l'ensemble des matrices carrées n — n.
Pour toute A de M,, Al,=1,A= A.
On dit que I, est I'élément neutre de M,,



6 ) Inversion

b
Dans (), tout x = 2 non nul a un inverse y = — vérifiant ry = yr = 1.

b

Dans £, seuls — 1 et 1 ont un inverse.
Dans M, on a une situation intermédiaire...

=]

Définition : Soit A une matrice dans M,,.

5'il existe B dans M, vérifiant AB=BA=1I,.
on dit gue A est inversible.

Quand dest le cas, il eviste une seule telle matrice B(Exercice 1),

on dit que B est l'inverse de A et on note B = A~

Théoréme (hors — programme) : On se litnite a n = 2. Soit A = ( @ 3 ) .
e
_ . . . L1 {d —b
Soit D = ad — be. §i D # 0, alors A est inversible et A7 = D .
—_i s
Erercice 1: 8i D =0, alora A n'east pas inverasible.
I'mdication @ traodter & port lecasoiia=b =10
puia dana le cas contraire montrer que

a b
ka kb

A peut s'écrire sous la forme A = ( ) et conclure.

Erercice 2 ¢ se persuader avec une sinulation en Python

avec @ = rondon randint(1,®) gui stmule un entier entre 1 et @

(taper avant @ random import),

gque “lo plupart” (1) des matricea aont inveraibles.

O se limite & My, Prendre a, b, e et d ou haosard entre 1 et = = 1L

Aprés ce caleul de Fréquence caleuler lo probabidité d'avoir A tnversible,
quarnd on prend a, b, c et d ou hosard endre 1 et @ = 100

Il y o envore moins de matrices non inversibles gquand on prend o plus grand.
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Coaleuler AB. A o une infinité d “inveraes a droite®.

Montrer sans trop de caleuls que A n'e pas d" ¥ mverae & gouche™.
Ensuite on inver sera seulement des matrices corrées.

Erxercice 4 @ Smient A, M et N des matrices verifiont AM = AN
A—t — on nécessarrement M = N 7

Exercice 5 : Le plan étant muni d'un repere, on se demande
8'il existe une parabole d'équation y = ax® + bx + ¢ passant
par les points P(1:4), Q(—2:—5) et (—1:0).

1 ) Montrer qu'on doit résoudre un systéme

du type AX = B ou A est une matrice 3 — 3,

i 4
X est la matrice — colonne b et B=| =5
c 0
1 2 -3

1
2 ) Montrerque A~'=-| 3 0 =3 et conclure.
6 2 =2 6i



T ) Puissances
Soit A une matrice m — m. On pose A" = Id (convention), Al = A, A* = AA, A% = AAA,
AP = AAA.A (on éerit k fois A) pour tout entier k > 0. Bien sur, A" AP = A"7F,

Erercice 6 : Soient a b des nombres réels, Soit A = ( ﬁ g )

Tt
Montrer gue pour tout n >0, A" = ( al'.l ;jn )

L &y
- i
Plus généralement, si B = | -- ‘13 = |, alors BY = e iy
i R
(A1

(ol tous les valent O).

Erercice 7 @ Soit A= ( a b )
- o o

i a1
Montrer que pour tout n = 0, A" = ( ‘:. s b )
i

Exercice 8 : Am Sud Nov 2015 : diagonalisation d’une matrice M au 4)a) : D=PMP

Dans un pays de population constante égale a 120 millions, les habitants vivent soit en zone rurale,
soit en ville. Les mouvements de population peuvent étre modélisés de la fagon suivante :

= en 2010, la population compte 90 millions de ruraux et 30 millions de citadins;

= chaque année, 10% des ruraux émigrent a la ville;

= chaque année, 5% des citadins émigrent en zone rurale.

Pour tout entier naturel 7, on note :

= Ry leffectif de la population rurale, exprimé en millions d’habitants, en l'année 2010+ n,

= Cp I'effectif de la population citadine, exprimé en millions d’habitants, en I'année 2010+ n.
On a donc Ry = 90 et Cp = 30.

0.9 0,05

1. On considére les matrices M = ({} 10 95) el, pour out entier naturel n,

iy
U, = [ C:]_

a. Démontrer que, pour tout entier naturel r, Uy = MUy,
b. Calculer IV}, En déduire le nombre de ruraux et le nombre de citadins en 2011.
2. Pour tout entier naturel # non nul, exprimer [J,, en fonction de M" et de Lf.

1 1
A Soil la matrice P = (é e Montrer que la matrice g 3 | est la matrice inverse de P et
33

on la notera P~
4. a. Onpose A= P~ MP. Calculer A 2 l'aide de la calculatrice.
b. Démontrer que : M = PAP~!

c. Démontrer par récurrence gue, pour tout entier naturel 7 non nul :

Mt=paAtp!

5. a. Onadmet que le calcul matriciel précédent donne :

i %+%:u.a&ﬂ %-% 0,85"
MU= . : h .
2 2 2 1
I En _ _ n
35 X0.85" T3 x0.85

En déduire que, pour tout entier naturel n, By =50 = 0,85" +40 el déterminer I'expression
de Cyy en fonction de n.



